5.2 Polinomios de Legendre y Funciones de Bessel.
5.2.1Ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden.

En Fisica Teorica, el estudio de una gran cantidad de sistemas de interés requiere de la
solucion de ecuaciones diferenciales parciales que en forma general pueden escribirse
como:

LY =F (5.2.1)

en donde L es un operador diferencial

~ (0 0 0 0
L:L< (5.2.2)
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F es una funcién conocida, y ¥ es una funcion escalar (o vectorial) desconocida. La Ec.
(5.2.1) es lineal en ¥ y es de 2° orden (aunque puede darse el caso de érdenes mas altos).

Casos especiales de la Ec. (5.2.1):

1. Ecuacién de Laplace
V2@ =0 (5.2.3)
donde ¥ puede ser:
i)  Potencial gravitacional en una region sin materia.
i) Potencial electrostéatico en una regidn sin cargas.
iii) Temperatura de estado estacionario sin fuentes de calor.
iv) Potencial de velocidad en un fluido incompresible sin vortices, ni fuentes, ni
sumideros.

2. Ecuacion de Poisson
V¥ = f(x,y,2) (5.2.4)
con ¥ igual que para la Ec. (5.2.3) pero con fuentes.

3. Ecuacion de difusién o de flujo de calor
poy - L% (5.2.5)
a? ot
donde ¥ puede ser:
i)  Temperatura de estado no estacionario (varia con el tiempo) en una regién sin
fuentes.
i)  Concentraciéon de una sustancia difundiéndose (a se conoce como constante de
difusividad).



4. Ecuacion de onda

10%Y
VZ[]] — ;F (5.2.6)

aqui ¥ puede representar:

) Desplazamiento desde el equilibrio de una cuerda vibrante o de una membrana, o
en acustica, de un medio vibrante (gas, liquido o sélido).

ii)  Lacorriente o potencial en una linea de transmision.

iii)  Componente del campo eléctrico E o del campo magnético H en una onda
electromagnética (v es la velocidad de propagacion de las ondas).

5. Ecuacion de onda de Schrédinger

h? oV (5.2.7)
__ y2 — iR 2.
sz Y+V(r)¥ =ih 5t
y la ecuacion de estados estacionarios de Schrodinger
2

h
2 =F
ZmV o +V(@r)p=Ep

donde ¥ representa la funcion de onda asociada a un ensemble de particulas
microscopicas y ¢ es la parte espacial (independiente del tiempo) de la funcion de
onda, V(r) es el potencial, E la energia de las particulas y m su masa, y i es la
constante de Planck dividida entre 2.

(5.2.8)

6. Ecuacién de Helmholtz:
Vip+k?p =0 (5.2.9)
La funcidn ¢ representa la parte espacial (independiente del tiempo) de la solucion de
la ecuacion de difusién o de la ecuacién de onda.

5.2.2Ecuacion de Helmholtz y el método de separacion de variables.

Debido a que la ecuacion de Helmholtz, Ec. (5.2.9), puede obtenerse a partir de la
ecuacion de difusién, de la ecuacion de onda, de la ecuacion de onda de Schrodinger, y se
reduce a la ecuacion de Laplace cuando k? = 0, obtendremos su solucion explicita
(analitica) en diferentes sistemas de coordenadas.

La ecuacion de Helmholtz es una ecuacion diferencial en derivadas parciales que puede
resolverse usando el método de separacion de variables. La ecuacion se separa en
ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden resolverse por el método de Frobenius; no
siempre puede separarse pero cuando esto ocurre resulta ser el método més simple.

Existen 14 sistemas de coordenadas de interés, en 11 de los cuales la ecuacion de
Helmholtz es separable:
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coordenados son derivables de las coordenadas elipsoidales confocales.

Cartesianas rectangulares
Polares esféricas
Cilindricas circulares
Cilindricas elipticas
Cilindricas parabolicas
Bipolares

Esferoidales prolatas
Esferoidales oblatas
Parabdlicas

Toroidales

. Biesféricas

Elipsoidales confocales
Cénicas
Parabélicas confocales

Excepto para los sistemas coordenados bipolar, toroidal y biesférico, todos los sistemas

El operador Laplaciano V2 en los sistemas de coordenadas mas conocidos adopta la
forma:

Coordenadas rectangulares,

Coordenadas esféricas,

Coordenadas cilindricas,
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5.2.3 Ecuacion de Helmholtz en coordenadas rectangulares
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Se propone una solucion de la forma:

p(x,y,2) =X()Y()Z(2)

r2sen?6 d¢?

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(5.2.13)

(5.2.14)



y se sustituye en la Ec. (5.2.13)

d*X d?y 2 (5.2.15)
YI—+XZ—+XY—+k?XYZ =0 o
dx? + dy? + dz? *

dividiendo entre ¢ = XYZ

1d?X 1d?y 1d?Z K2 =0 (5.2.16)

Xd2 "Yay2 V7 dn

reescribiendo,

1d%X B 1d?Y 1d?*Z (5.2.17)

Xdx?  Ydy? Zdz?
La ecuacion se satisface si cada miembro es igual a la misma constante (de

separacidn), asi se tiene que

1d°X g2 (5.2.18)
X dx? x
2 2
—k? _ld_Y_ld_Z_ —k2 (5.2.19)
Ydy? Zdz? x
de aqui se sigue que
1d?Y 1d?*Z
e il (5.2.20)
Y dy? Z dz?
de nuevo, esta ecuacion se satisface si cada miembro es igual a una constante
1d? _ 2 (5.2.21)
Y dyz y
1d*Z (5.2.22)
2 2 — 2 el
—k +kx—EF— —k3
Rescribiendo la ultima ecuacién como
(5.2.23)

1d*Z
———=—k*+ ki +ki=—k;

Z dz?



Como resultado de este procedimiento, la ecuacion de Helmholtz se ha separado en tres

ecuaciones diferenciales ordinarias
d?X d?y d*z (5.2.24)
| 2 — 2 — | 2., — L
dx? kX =0, dy? kY=o, dz? kiz=0

con k? = ki + k3 + k7.

La solucién mas general de la ecuacion de Helmholtz es
= (5.2.25)
o(x,y,2) = Akx,ky,kzx(kxx)Y(kyy)Z(kzZ)

KKy, Kz

5.2.4 Ecuacién de Helmholtz en coordenadas polares esféricas y Polinomios de

Legendre.
10/ 00 1 4 1) 1 0% (5.2.26)
2_— 0 ) ————————+ k? 0
r2 or ( 6r> t 2send r2senf 06 (sen a0 + r2sen?6 d¢? e =

Consideremos el caso de simetria acimutal, es decir, en el que no hay dependencia de

la coordenada ¢. La solucion propuesta es

@(r,0) = R(r)P(6) (5.2.27)

sustituyendo en la Ec. (5.2.26) y dividiendo entre ¢ = RP, queda

11d dR 11 1 d dP
ey POkl Wi il 2 _ (5.2.28)
Rr? dr( dr) r2Psenf d6 (sen@ d@) +kT=0
multiplicando por 2 la ecuacion se separa como sigue
11 d dp 1d dR
- L (seng) = 2 & 2_)_k2 2 - _3 (5.2.29)
P sen6 d6 ( en de) Rdr (r dr 4
0,
,d*R dR
dr? dr
(5.2.31)
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La Ec. (5.2.31) es la ecuacién diferencial de Legendre. Las soluciones fisicamente
aceptables en el intervalo [0,2] corresponden a los valores de A =#(€£ + 1) donde
¢ = 0,1,2, ... Estas soluciones son los Polinomios de Legendre, P,(6).

Para escribir la ecuacion en una forma mas usual, cambiamos a la variable

x = cos@ (5.2.32)
asi se tiene que
d _dxd __d
a6 dodx . Vax
senf — = —sen’0— = —(1 — xz)i
de dx dx
1 d d d d
- NSt (5.2.33)
senf do (56"9 de) dx [(1 *) Ix
de aqui,
d dP
Zler =228 _ (5.2.35)
dx [(1 x )dx] +AP
0,
d’y dy (5.2.36)
_.2n2 Y 5 _ 2.
1—x )dxz Zxdx+/1y 0

Cuando A =n(n+ 1), con n entero positivo, las soluciones de la ecuacion de
Legendre, Ec. (5.2.36), en el intervalo [—1,1] son los polinomios de Legendre de grado n,
B, (x). Algunos polinomios de Legendre son:

n Pn(X)
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2 %(sz -1)

3 %(59(3 —3x)
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> %(63x5 — 70x3 + 15x)




La Figura 4 muestra la grafica de los primeros polinomios de Legendre:
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Figura 4. Polinomios de Legendre

5.2.4.1 Formula de Rodrigues.

Los polinomios de Legendre se pueden escribir en términos de la formula de Rodrigues

dn
T 2nnldxn

P (x) (x2—1)" (5.2.37)

5.2.4.2 Funcion generadora.

Los polinomios de Legendre pueden ser obtenidos mediante una funcidn generadora.
La funcion generadora G (x, t) de los polinomios de Legendre es

(5.2.38)

1 [ee]
Glx,t) = _ ZP O
Vi—2xt+ez2 &

La funcion generadora tiene una interpretacion geometrica muy simple, es el inverso
de la distancia entre dos puntos, ya que la distancia del punto 7 al punto 7, es

7 —7| = |12 —2rrycosf + 12, (5.2.39)
0 0 0

donde 6 es el angulo entre 7 y 7. Supongamos que r > ro, entonces

1 1 1

R (5.2.40)
|7 =75l 71— 2tcosd + t2




donde t = ro/r, el lado derecho de la expresion anterior es la funcion generadora de los
polinomios de Legendre y por lo tanto podemos escribir

1 - 5.2.41
= —Z P ). (cos0). ( )

n:

La expresion anterior puede ser interpretada fisicamente como el potencial eléctrico en el
punto 7 producido por la unidad de carga colocada en el punto 7.

5.2.5 Ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas circulares y funciones de

Bessel.
10 dp\ 103 9% (5.2.42)
- _r - _r kz 0 L.
pap(p6p>+ 26¢2+ 7 TRe =
Se propone una solucién de la forma
¢(p, ¢, 2) = R(p)P(P)Z(2) (5.2.43)
sustituyendo en la Ec. (5.2.42)
1d dR 1 d?*® d?7Z (5.2.44)
7—— + RZ— + R®— + k?RPZ = 0 o
pdp(pdp> g N laE T
dividiendo entre ¢ = R®Z
11d dR 11 d?® 1d2Z
___(p_) +———+ tKk2=0 (5.2.45)
Rpdp\" dp/ @ p?dp? dz?
de aqui,
e L R T R (5.2.46)
Z dz? Rpdp\" dp) @ p?dp?

la Ec. (5.2.46) se satisface si cada miembro es igual a una constante

lﬂ = —k?2 (5.2.47)
7 dz> z
_k2_11i<pd_R)_lid2(D — _ 12 (5.2.48)
Rpdp\" dp/ & p?de? z

La Gltima ecuacion la multiplicamos por p?

1d%® 1 d( dR (5.2.49)
p

—_— — e — ) — 2 2 2
ddp?  RPap dp)+(k k3p



de nuevo, esta ecuacion se satisface si

leCI) = —)2 (5.2.50)
D dgp?
1 d/ dR
_Ep%(p %) + (k2 — k?)p? = —22 (5.2.51)
reescribiendo,
d / dR
P%(P %) + [(k2 —k2)p?2 - 2%2]R=0 (5.2.52)

La Ec. (5.2.52) es la ecuacion diferencial de Bessel. Para escribir la ecuacion de Bessel en
una forma mas usual, cambiamos a la variable

x =+/(k?—=kZ)p (5.2.53)

luego,
d dxd d
a4 _axa (k2 — k2)—
dp dpdx dx
d d
'de B xdx
d d d d
p_<p_> _ x_<x_> (5.2.54)
dp\" dp dx \ dx
la ecuacién queda
d / dR
= 2 _ 121p — (5.2.55)
xdx(xdx)+[x A*R=0
0,
d%y dy (5.2.56)
22 7 hat'd 2 _ 3270 — T
xdx2+xdx+[x Aly=0

Las funciones de Bessel son soluciones de la ecuacion diferencial de Bessel, Ec.
(5.2.56), donde 4 es un parametro real no negativo; la ecuacion esta definida para x > 0. La
solucion general cuando A no es un entero es



y(x) = aj3(x) + b]_2(x)

donde J, (x) queda expresada por la serie de Bessel

B (_1)k x\ A+2K
Ja() = LkTA+k+1D (E)

Cuando A = n, entero, se obtienen las funciones de Bessel de orden entero

(_1)k x\NH2k
]”(x)zk k!(n+k)!(i)
=0

Se cumple la relacion

J-n(x) = (=1)"/n(x)

(5.2.57)

(5.2.58)

(5.2.59)

(5.2.60)

por lo que J-n(x) no es independiente de Jn(x), y se requiere de una segunda solucion. La

segunda solucidn esta dada por la funcion de Neumann

Ja(x)cosAm — J_,(x)
senirm

Ny(x) =

La solucién general a la ecuacion de Bessel es

y(x) = aJn(x) + bN,(x)

(5.2.61)

(5.2.62)

La Figura 5 muestra la gréafica de algunas funciones de Bessel de primer tipo, Ju(x).
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Figura 5. Funciones de Bessel de primer tipo, Jn(x), para n =0, 1,2.
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La figura 6 muestra la grafica de algunas funciones de Bessel de segundo tipo, Nn(X).
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Figura 6. Funciones de Bessel de segundo tipo, Nn(x), para n =0, 1,2.

Cuando en la ecuacién de Helmholtz, k = 0, la ecuacion se reduce a la ecuacion de
Laplace V2¢ = 0; en este caso el método de separacion de variables conduce a la ecuacion
diferencial de Bessel modificada

d / dR
— (=Y 12,2 21R = (5.2.63)
Una ecuacion semejante a la Ec. (5.2.63) se obtiene cuando se separa la ecuacion

diferencial
Vip —k?p =0 (5.2.64)

puesto que en esta caso el método de separacidn de variables conduce a la ecuacién

d dR
—(p=—) = [(k2 22 21p — (5.2.65)
Realizando el cambio de variable
ix =/ —(k? + k2)p = i\ (k2 + kZ)p (5.2.66)

se llega a la ecuacion diferencial de Bessel,



d’y dy
22 7 el Y2 1274 —
X dx2+xdx+[(1x) Aly=0
Cuando A es diferente de un entero, la solucion general de la Ec. (5.2.67) es
y(x) = aJ;(ix) + bj_,(ix)
La forma explicita de J, (ix) se obtiene de la Ec. (5.2.58)

il

, = X
Jalix) = kZOk! rA+k+1) (E)

A+2k

Esta funcion toma valores en los complejos, por lo que se define la funcion real

X A+2k

. . _ N 1
L(x) = 77a(ix) = kZo KT+ k + 1) @

Se define también la funcién real

I_;(x) = iY_;(ix)

y(x) = al;(x) + bl_;(x)

Se define la funcion de Bessel modificada de segundo tipo de orden A como

w00 — L)
Ko = 2 senAn

La solucién general a la funcién de Bessel modificada es

y(x) = aln(x) + bKn(x)

(5.2.67)

(5.2.68)

(5.2.69)

(5.2.70)

(5.2.71)

y la solucién general de la Ec. (5.2.67) se escribe como una combinacion lineal de las
funciones de Bessel modificadas

(5.2.72)

Cuando A es un entero no negativo, las dos funciones de Bessel modificadas son iguales,
I_,(x) = I,(x), y por lo tanto se requiere de una segunda solucion independiente de I,,(x).

(5.2.73)

(5.2.74)



La Figura 7 muestra la grafica de algunas funciones de Bessel modificadas de primer tipo.
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Figura 7. Funciones de Bessel modificadas de primer tipo, I,(x), paran=0, 1, 2, 3.

La Figura 8 muestra la grafica de algunas funciones de Bessel modificadas de segundo tipo.
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Figura 8. Funciones de Bessel modificadas de segundo tipo, K,(x), paran=0, 1, 2, 3.
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