Métodos Matematicos de la Fisica |
Tercera Tarea
(Fecha de revision: Lunes 21 de Septiembre)

Repaso:

1.- Muestre que

a) e@3m) — _,2

2+mi
o) i) = \/5(1 +1)
C) e(z+rri) = —eZ

2.- Muestre que |ezz| <eld’
3.- Encuentre todos los valores de z tales que
a) e?f=-2
b) e?=1+iV3
o) e D=1
RESPUESTA. a) z = In2 + (2n + D)mi; b) z = In2 + (2n +5) mi; ) z = 2 + nr.

4.- (a) Muestre que si e? es real, entonces Imz = nm (conn = 0,+1,+2,... ). (b) Si e es un imaginario puro,
équé restriccion se requiere para z?

Secciones 3a y 3b:
. ., d _ .
5.- Derive la expresion Ezn = nz""1, cuando n es un entero positivo, usando

a) induccidon matematica y la expresion para la derivada del producto de dos funciones; y
b) la definicién de derivada y la formula binomial.

6.- Usando diferentes trayectorias para evaluar el limite cuando Az — (0,0), muestre que f'(z) no existe en
ningun punto z cuando

a) f(a)=1zZ
b) f(z) =Rez
c) f(z)=Imz



Seccion 3c:
7.- Use el teorema de Cauchy-Riemann para mostrar que f'(z) no existe en ningln punto si
a) f(2)=2
b) f(2) = f(x,y) = 2x + ixy?
o) f(2)=f(xy)=e eV
8.- Usando el Teorema de Cauchy-Riemann extendido, determine dénde existe f'(z) y encuentre su valor cuando
a) f(2)=-
b) f(2) =f(xy) =x*+iy?
c) f(z)=zImz
RESPUESTA. a) f'(2) = —Ziz, paraz = 0; b) f'(x +iy) = 2x; c) f'(0) = 0.

9.- Use las ecuaciones de Cauchy-Riemann para mostrar que las siguientes funciones son diferenciables en el
dominio (de definicién) indicado, y también encuentre f'(z):

a) f(z)= Z%, paraz # 0.

b) f(z) =f(r,0) =+re?’? parar >0,a <0 < a + 27.

1

RESPUESTA. b) f'(2) = ;- —.

Seccion 3d:

10.- Muestre que u(x, y) es una funcién armdnica en algiin dominio y encuentre una armonica conjugada v(x, y)

cuando
a) u(x,y)=2x(1-y)
b) u(x,y) =2x —x3 + 3xy?
c) u(x,y)=sinhxsiny

d) u(x,y) = xzi—yz
RESPUESTA. a) v(x,y) =x%2—y%2+2y; b) v(x,y) =2y —3x%y+y3 ¢ v(x,y) =—coshxcosy;

d) v(x,y) = =

x2+y?’

11.- Considere la funcién f(z) = u(r, 0) + iv(r,0) analitica en un dominio D que excluye al origen. Use las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares y asumiendo la continuidad de las derivadas
parciales, muestre que la funcién u(r, 8) satisface la ecuacion diferencial parcial

72U (1,0) + 17U (1,0) + uge(r,0) = 0

Que corresponde a la forma polar de la Ecuacion de Laplace. Muestre que esto también es valido para la

funcién v(r, 8).



12.- Determine cudles de las siguientes funciones u son armadnicas. Para cada funcidon armonica, encuentre la
funciéon armodnica conjugada v y exprese u + iv como una funcién analitica de z.

a) u(x,y) =3x%y+2x?—y3 —2y?
b) u(x,y) = 2xy+ 3xy? —2y3
c) u(x,y)=xe*cosy—ye*siny

d u(x,y) =e ?sin(x? — y?)

RESPUESTA. a) v(x,y) = 4xy — x3 + 3xy?, f(2) = 2z% — iz3 + C; b) En este caso, u(x, y) no es arménica;
¢) v(x,y) = ye* cosy + xe*siny, f(z) = ze? + C; d) v(x,y) = —e? cos(x? — y?), f(z) = —ie™ +
C.

Seccion 3e:

13.- Evalue las siguientes integrales:
2
a) [(-i) at
/6 izt
b) [, etdt

c) fooo e ?tdt, conRez > 0.

RESPUESTA. a) —2 — iln4; b) 22 + £ ) 1

14.- Muestre que si m y n son enteros, entonces

21
im6 —in@ 4o _ (0 cuandom #n
e e de =
0 2mr cuandom =n

Seccion 3f:

Para las funciones f y los contornos C dados, en los siguientes ejercicios use la representacion paramétrica
de C para evaluar la integral

fc f(z)dz

15-f(z) =(z+2)/zyCes
a) el semicirculo z = 2e con0< 6 <m;
b) el semicirculo z = 2¢' conm <6 < 2m;
c) elcirculoz = 2e, con0 <6 < 2m.

RESPUESTA. a) —4 + 2mi; b) 4 + 2mi; c) 4mi.



16.- f(z) =z — 1y C esel contorno quevade z = 0 a z = 2 formado por
a) elsemicirculoz =1+ ¢e?, conn <0 < 2m;
b) elsegmento 0 < x < 2 del eje real.

RESPUESTA. a) 0; b) 0.

17.- Evalte fC (z2 4+ 3z)dz alo largo de
a) elarco|z| = 2 quevade (2,0)a(0,2);
b) lalinea recta que va de (2,0) a (0,2);
c) laslineas rectas que van de (2,0) a (2,2) y luego de (2,2) a (0,2).
RESPUESTA. — 43—4 - gi, en todos los casos.

18.- Con la ayuda del resultado obtenido en el ejercicio 14, evalle la integral

f zMz*Ndz
c

donde m y n son enteros y C es el circulo unitario |z| = 1, recorrida en sentido contrarreloj.
19.- Sea C el circulo |z — zy| = R recorrido en sentido contrarreloj. Use la representacion paramétrica para C
dada porz =z, + Re', (con —m < 6 < m) para derivar las siguientes férmulas de integracion

a) |,

dz
z—2Z

= 2mi;

b) J. (z—2)" 'dz=0,conn=0,£1,%2,...

20.- Encuentre la antiderivada para evaluar cada una de las siguientes integrales, donde la trayectoria es
cualquier contorno entre los limites de integracién indicados:

a) fii/z e™dz

b) f:”i cos (g) dz

c) flg(z —2)3dz.

RESPUESTA. a) % b) e + ﬁ; c) 0.

21.- Sea C la frontera orientada positivamente del cuadrado cuyos lados coinciden con las lineas x = +2 vy
y = £2. Evalle cada una de las siguientes integrales:

e Zdz
a) Z—(ij2)

b) fc Cosz dZ

z(z2+8) 7’

zdz
c) fc 2z+1’




coshz

d) fc —az;

d) fC M(le, con —2 < x < 2.

(z—x0)?

b T ) 0 e) i 2 (%o
RESPUESTA. a) 2; b) =55 c) — 2 d) 0; e) im sec (2)
22.- Sea C el circulo |z| = 3, descrito en sentido positivo, Muestre que si

( )_IZZZ—Z—Zd
gw) = zZ—Ww d
C

con |w| # 3, entonces g(2) = 8mi. ¢Cudl es el valor de g(w) cuando |w| > 3?
23.- Sea C un contorno simpre cerrado cualquiera, descrito en sentido positivo en el plano z. Considerando que
z3 + 2z

gw) = mdz
c

muestre que g(w) = 6miw cuando w esta dentro de C y que g(w) = 0 cuando w esta fuera de C.

24.- Muestre que si f es analitica dentro y sobre un contorno cerrado C, y z, no esta dentro de C, entonces

!
z z
F@ g, [ S,
Z— 2 (z — 2)
c
, 2d - . . . ., .
25.- Evalte % gﬁc ;4_2 donde C es el cuadrado con vértices en +2, +2 + 4i recorrido en direccién contrarreloj.

RESPUESTA. i



