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TEMARIO

2. Series de Fourier
1. Introduccion.
2. Desarrollo de Fourier.
3. Expansiones de Fourier de medio rango.



SERIES DE FOURIER

Introduccion.
Se dice que una funcidn f(¢) es periddica, con periodo 7,

s1 el dominio de f(¢) contiene tantoatcomoat+ T,y

sif(t+T)=f(t)

A

NS

Aunque 27 también satisface las condiciones
anteriores, el valor minimo de 7 sera el que usaremos
en lo que sigue.




SERIES DE FOURIER

Una definicion.

Una serie de Fourier es una expansion de una
funcion periodica f(¢), con periodo 7T, en términos de una
suma infinita de senos y cosenos que toma la forma

f(t)= 2 +Z(a cosnat +b_sin nat)

n=1

En otras palabras, cualquier funcién periodica se
puede reescribir como una suma de funciones armonicas
multiplicadas por constantes por determinar.

En el desarrollo anterior, se considera que la funciéon
f(t) tiene una periodicidad definida; sin embargo, mas
adelante veremos que aunque la funcibn no sea
periddica podremos hacer un analisis de Fourier
mediante la transformada integral de Fourier.



SERIES DE FOURIER

Un ejemplo grafico.
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SERIES DE FOURIER

Square wave
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SERIES DE FOURIER

Una definicion ...

Regresando al desarrollo de Fourier para la funciéon
periodica f(t) con periodo 7, a saber

f(t) = E;)+Z(an cosnat +b_sin naot)
n=1

se encuentra que los coeficientes a, y b, estan dados por

2 2 .
a =?£ f(t)cosnwtdt y b :ﬂ f (t)sin natdt

2 T
Con 8= | f(t)dt
0



SERIES DE FOURIER

Una definicion ...

A la cantidad o que aparece en las expresiones
anteriores se le conoce como frecuencia fundamental y
esta dada por

27T

T

)

donde 7 es el periodo de la funcion f().

El calculo y estudio de las series de Fourier se conoce
como analisis armoénico y es extremadamente util al
estudiar funciones periddicas arbitrarias y hacer un
analisis de la misma en términos de su contenido
frecuencial o espectro de frecuencias.



SERIES DE FOURIER

Un ejemplo.

Determina la representacién en series de Fourier de
la siguiente funcion f(¢)

J()

1




SERIES DE FOURIER

Solucion.

Primero determinemos el periodo T, y escribamos la
expresion matematica de la funcion f(¢)

s

1

- o | 0 | 2 3);
(1 O0<t<1
f(t)={" f(t+2)=f(t
(1) 0, 1<t<?2 ( ) ©




SERIES DE FOURIER

Solucion.

A  continuacion calculemos los coeficientes del
desarrollo de Fourier

2T 22 1 2
aoz?jf(t)dt :EIf(t)dt:jldt+j0dt:1—0:1
0 0 0 1

an

2
2 j f (t) cos nwtdt
T 0

. 1 .
sin nyzt} _sinnz

nt |, nx

jlcos nzrtdt + i Odt = [
0 1

Como n es un entero, el seno se anulara, por lo que

a, =0



SERIES DE FOURIER

Solucion.
Por otro lado, el coeficiente b, esta dado por

2
b, = 2 j f (t)sin notdt
T 0

1
cos nﬂt} _1-cosnrx

1 2
= jlsin nztdt + _[Odt = {—
0 1 0 nzx

Nz

de nuevo, como n es un entero, podemos advertir que
COS/t =C0S377 =COSSr=...=-1
COS2/r =Cc0S4r=cosbr=...=1

cosnz =(-1)"



SERIES DE FOURIER

Solucion.
con lo que ) 1—(=1)" - 2/nz , nimpar
B 1l 0, npar

" Vs

Finalmente, la serie de Fourier resulta ser

f(t)= % + > (a, cosnat +b, sin naot)
n=1
{1_(_l)n }sin nzt

f(t) = 1+£sin 7zt+isin 37zt+£sin ot +...
2 T 37 S5



SERIES DE FOURIER

Otro ejemplo.
Dada f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con
periodo T = 2, bosqueje la grafica entre t = -3yt =3y
calcule los coeficientes de 1la serie de Fourier
correspondiente.
La grafica de la funcién tiene la forma
(@) A

<« T=2>

asi que




SERIES DE FOURIER

A  continuacidon calculamos los coeficientes del
desarrollo

2 2 ¢
aoz?gf(t)dt::_jlf(t)dt
1 C2 B
:EItdt: v _1-d
207 2], 2

a,=0




SERIES DE FOURIER

1 1
a = % j f (t) cos nwtdt = j t cos nxtdt
-1 -1

Para calcular esta integral, usamos el método de
Integracion por partes, asi que

dt

n

- {tsin Nzt T B j sin nzt
1

Nz Nz

-1
y sucesivamente

n

_sinnz —[-sin(-nz)] . {cos Nt T

Nz n°r*



SERIES DE FOURIER

usando que sin(-x) = -sin(x),
COS Nz —cos(—nr)

a =0+
" N’

y dado que cos(-x) = cos(x) tenemos que

a =0

Para terminar, calculemos el coeficiente b,

1 1
b, =$j f (t)sinnetdt = jtsin nztdt
-1 -1



SERIES DE FOURIER

es decir
bn

B tcosnrxt

Nz

snt
" dt

1
} tCo
+
-1 -1

Nz

2CoSN

Nx

Nz

_I_

2 2
N7z

—cosnz +[—cos(—nr)] . [sin Nt T
1

sin nz —sin(—nx)

2 _2
n-z

~2cosnz  2(=1)°

Lo que lleva a que

Nt Nt
_ 1\n+l
p = 26D
N7




SERIES E INTEGRALES DE FOURIER

Con lo anterior, para la funcién f(¢) = ¢ definida en el
intervalo [-1,1] y con periodo 7' = 2, la serie de Fourier

resulta ser

f(t)= % + > (a, cosnat +b, sin nat)
n=1

f© =3 2D ginnat

n=1 N7z

f(t)= Esin ﬂt—ism 27zt+£Sin 3rt—...
T 27T 3



SERIES DE FOURIER

Un ejercicio

Dada f(f) = 2 — t en el intervalo [0,2], f(f) = 0 en el
intervalo [2,4] y con periodo T = 4, bosqueje la grafica
entre t = 0y t =12 y calcule los coeficientes de la serie
de Fourier correspondiente.

La grafica es

v (t)
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SERIES DE FOURIER

Un ejercicio
Los coeficientes

2 2
d, :?_(‘; f (t)dt :Z(Z):l

4 n
a, = 2 j f (t) cos notdt = 2[1_2(_21) ]
T Nz

2 5
b, =—j f (t)sin notdt = —
T 0 Nt



SERIES DE FOURIER

Un ejercicio
Asi que la serie es

f(t)= % i(a cos nat + b sin net)

N=

N
1 &L (1)] Nzt
_2+Z{ Nz’ COS( 2 j

n=1




SERIES DE FOURIER

Algunas consideraciones de simetria.

Una funcion f (t) es par si su gréfica es simétrica respecto
al eje vertical, es decir
fF(-t)=T1(t)

Algunos ejemplos de funciones
pares son los siguientes

f(t)=t*
f(t)=[t] I

f (t) = cost




SERIES DE FOURIER

Algunas consideraciones de simetria.
La integral de una funcién par de —A a +A

1:par (t)

_

—A +A

es el doble de la integral de 0 a +A, es decir

+A +A
| fodt=2]f,_ (t)dt
—A 0



SERIES DE FOURIER

Algunas consideraciones de simetria.

Una funcion f (t) es impar si su grafica es antisimétrica
respecto al eje vertical, es decir

F(-t)=-1(1)

Algunos ejemplos de funciones
1mpares son los siguientes

f(t) =t ft)=t

f(t)=sint




SERIES DE FOURIER

Algunas consideraciones de simetria.
La integral de una funcién impar de —A a +A

1:imp:ir (t)

se anula, es decir

+A
| fipper (D)t =0
~A



SERIES DE FOURIER

Producto de funciones pares e impares.

De acuerdo a la clasificacion presentada anteriormente, el
producto de funciones satisface las siguientes propiedades:

(par) x (par) = par
(Impar) x (impar) = par
(par) x (impar) = impar

(impar) x (par) = impar



SERIES DE FOURIER

La simetria en los coeficientes de Fourier.

De las propiedades de las funciones pares e impares, se
puede demostrar que:

1. para funciones pares:

T/2

a_ _4 jf(t)cosna)tdt b, =0
T 0

2. para funciones impares:
T/2

4 .
a,=a_ =0 bn:? !f(t)sm notdt



SERIES DE FOURIER

La simetria en los coeficientes de Fourier.

Funcion f(¢) par f(t)
£ !
T T
2 2
2 T/2 T/2 T/2
8, = = jf(t)cosnwtdt—— jf(t)cosnwtdt =T jf(t)sm notdt=0
o /2‘—y—’ —— (—v—’ ——’
(par) x (par) (par) x (impar)
| ~ J \§ ~ )
N
(par) (impar)




SERIES DE FOURIER

La simetria en los coeficientes de Fourier.

f (1)

Funcion f(?)
mmpar
’ /T T / " !
V|V
T/2
== J‘f(t)dt— T2 4T
—T/‘Q—Y—’ =7 jf(t)sm na)tdt—— jf(t)sm notdt
T/2 (impar) —T /2
=— _[f(t)cosna)tdtzo , N !
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SERIES DE FOURIER

Hasta este punto hemos considerado funciones
periddicas, por lo que aplicar la teoria de Fourier para
hacer un desarrollo ha sido directo.

Sin embargo, en muchas situaciones fisicas lo que se
tienen son funciones no peridédicas, pero esto no debe
representar mayor problema ya que (casl) siempre se
pueden definir sobre un intervalo dado

-
N\




SERIES DE FOURIER

Por lo anterior, resulta muy 1util extender la funcién
no periddica en una funcién perioddica antes de calcular
su representacion en serie de Fourier.

Para ello, normalmente preferimos usar alguna de
las simetrias vistas anteriormente (par o impar) para la
extension periodica, en lugar de una extension periddica
normal, ya que el uso de una funcion con cierta simetria
(par o 1mpar) nos proporcionara coeficientes cero de
cualquiera de las a, o b, de la expansion lo que puede
proporcionar una expansion mas sencilla de la serie de
Fourier correspondiente.



Funcién no Extension periodica f (t)

periodica f@)=y@) , O<t«<l
V0 f(t+1)= (1) r\r\r\ \r\r\r\ |
T -2l —1ol__| 2 a
\ T
; >t Extension periodica par foar (0)
|
(1) = y(t) , O<t<
y(-t) , —l<t<0 WW t
ft+20) = f (1) 3 -2 1ol | 21 3
<>
T =2l T
Extension periodica impar Fimpar (1)

A

(t)
f(t)z{—);/(—t) Carct<o N\ N ) )
F(t+21) = £ (1) 4 —|Q g2 {

T=2
>




SERIES DE FOURIER

Expansion de Fourier de medio rango.

La serie de Fourier de una extension periodica par o
1mpar de una funcién no periodica se le llama serie de
Fourier de medio rango.

Lo anterior se debe a que la funcién no periddica se
considera como la mitad de la funciéon expandida, ya sea
por una funcién par o una funcién impar.

fpar (t) f.mpar (t)

WW Y Y Y
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SERIES DE FOURIER

Expansion de Fourier de medio rango.

S1 la funcién no periddica se extiende mediante una
funcién par entonces los coeficientes b, se anulan y, por
lo tanto, el desarrollo de la funcién se reduce a

f (t) :%+Zan cos not
=1

que so6lo contiene el desarrollo en términos de cosenos,
por lo que se le conoce como Serie coseno de Fourier de
medio rango.



SERIES DE FOURIER

Expansion de Fourier de medio rango.

S1 la funcién no periddica se extiende mediante una
funcién impar entonces los coeficientes a, se anulan vy,
por lo tanto, el desarrollo de la funciéon se reduce a

f(t)=>) b, sin net
n=1

que solo contiene el desarrollo en términos de senos, por
lo que se le conoce como Serie seno de Fourier de medio
rango.



SERIES DE FOURIER

Ejercicios.
Usando consideraciones de simetria, construya una
serie de medio rango para las siguientes funciones:
f(t) =t?para0<t<2.
f(t)=tpara—-1<t<1

Construya la serie de Fourier completa para cada
una de las funciones anteriores y compare sus
resultados.
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