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TEMARIO

1. Series de Potencias
1. Repaso de las series de potencia.

Soluciones en Series de Potencias en torno a
puntos ordinarios.

3. Soluciones en Series de Potencia en torno a
puntos singulares. Método de Frobenius.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Las series de potencia son una suma (a menudo)
infinita de términos.

Un ejemplo de una serie de potencias es
(0 0)
y = 2 Cx™ = co + C1x + Cx% + -
n=0

De forma mas general, se dice que una serie de
potencias centrada en a es una serie de potencias en
(x — a) de la forma

y = 2 Cn(x_a)n = Cp +cl(x—a) +C2(X—Cl)2 + ...
n=0

En ambas casos, los coeficientes ¢, son constantes
que mas adelante veremos como se determinan.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Un problema importante que puede representar una
serie infinita de potencias es que esta puede divergir,
esto es, podria resultar infinita conforme se le anaden
cada vez mas términos; este tipo de series no son
funcionales y en lo que sigue, buscaremos que las series
gque usemos sean convergentes.

Se dice que una serie converge para un valor
particular de x si su limite es finito, es decir

(0.0)

—oo < lim Cpx™ < o0
n—>0o
n=0

de lo contrario, se dice que la serie no converge.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Se dice que una serie converge absolutamente si
la sumatoria de los valores absolutos de sus

términos converge, es decir
(0]

lim lc,x™| < o
Nn—>00
n=0

S1 una serie converge absolutamente, también converge.

La pregunta ahora es: ;como sabemos si una serie
converge, o no?

La respuesta es sencilla, podemos usar el “criterio del
cociente” (ratio test), pero antes generalicemos vy
ampliemos las 1deas anteriores.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

S1 ahora consideramos la expresion general para una
serie de potencias, a saber

y = z Cn(x —a)”
n=0

entonces, la serie converge si existe el siguiente limite
de las sumas parciales:

N
lim Sy (x) = lim Z cp(x —a)”
N—oo N—oo

n=0
Se llama intervalo de convergencia al conjunto de
numeros reales x o Intervalo para los que la serie
converge.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Se llama radio de convergencia al niimero positivo
(o cero) p, tal que la serie converge absolutamente si

Ix —al <p
y diverge s1
lx —al >p
La region en la que
Ix —a| <p

(donde la serie converge) se llama intervalo de
convergencia. Dentro de su intervalo de convergencia,
una serie de potencias converge absolutamente

S1 p = 0 la serie converge solo para x = a, si la serie
converge para todo x, entonces escribimos p = o,



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Prueba de convergencia
(criterio del cociente o “ratio test”)

Considerando la serie

y = z Cn(x —a)"
n=0

y suponiendo que c,# 0 para todo n, podemos escribir el
sigulente cociente

. Cn+1(x _ a)n+1 . Cn+1
lim | | = [x —allim |
n— oo cp(x —a)? n-ow - Oy

| =L

S1 L < 1, la serie converge absolutamente; s1 L > 1, la
serie diverge; y s1 L = 1, el criterio no es concluyente.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Un ejemplo sencillo.

.En qué intervalo, si1 es que existe, la siguiente serie
converge absolutamente?

y= ) (~DrGx—3)"
n=0

El primer paso es construir el cociente de los
términos n+1 y n, es decir

(_1)n+1(x _ 3)n+1
cn(x —a)" (=D™(x —3)"
L=[-Dx-3)|=[x—-3|<1

Cp1(x — )™t

= lim

n—>00

L = lim

n—>00

Lo cual se cumple s1 x se ubica en el intervalo 2 < x < 4,
fuera de este intervalo, la serie diverge.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Otro ejemplo.

.En qué intervalo, si1 es que existe, la siguiente serie
converge absolutamente?

k=0
En este caso, el cociente de los términos n+1 y n es
5k+1 1
. [(k+1)! . 5
L =lim ( k) =lim|——x|=0
k—o0 5 " k—o0 k +1
— X
k!

Lo cual se cumple para toda x, por lo tanto, la serie
converge absolutamente para todos los reales.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Un ejercicio.

.En qué intervalo, si1 es que existe, la siguiente serie
converge absolutamente‘7

y = Z

2x+1




REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Ejercicios adicionales. Determine el intervalo de convergencia de cada
una de la siguientes series

D", > "
a) n=1 n " f) nzln2
0 Zk o 5k
b) —xk 9) —x¥
2% 2
— (x — 3)" (x + 7)™
) Zl — )
00 _1 K - 0 ke
9 2(1012 (x = 5)* ) Z(k+2)2 (x =D
k=1 k=1




REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Ajustando los indices en una serie.

Una herramienta util cuando resolvamos ecuaciones
diferenciales mediante series es el llamado cambio de
indices en una serie.

Supongamos que se tiene la 51gu1ente serie que 1nicia
en n=3J: 2X +1
Y = Z

Para que 1nicie en n=0 bastara hacer el siguiente
cambio: n se sustituye por k+3

=, (2 +1)k+3

y luego se regresa a n:




REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Ajustando los indices en una serie.
Supongamos que se tiene la siguiente serie:

Para que inicie en n=0 bastara hacer el siguiente
cambio: k se sustituye por n+2

o0 5n+2 ,
_ Xt
V= 2 i)

y luego se regresa a k:

© 5 o
Y= Z(;(k+2)'



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Una serie de potencias define una funciéon y(x) dada

. y(x)=>" c.x

cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie,
en el cual es continua, derivable e integrable, lo que
permite escribir la primera derivada como

y'(x)=> _ ncx"

la segunda derivada como

Y09 =3 n(n-1)c,x"

y asl suceslvamente.



REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIA

Series de Taylor.

Uno puede expresar cualquier funcion continua f(x)
como una serie: la serie de Taylor.

La expansion o desarrollo de Taylor de una funciéon
f(x) alrededor del punto xO se expresa como

f (x) = f(n)(x)(x %)"

n=0

S1 una funcién f(x) posee una expansion en series de
Taylor en el punto x = x, con un radio de convergencia
diferente de cero, se dice que es analitica en x = x,.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

Una definicion.

Considerando que la ecuacién diferencial
a,(X)y"+a (X)y+a,(x)y =0
se puede escribir como
y*+P(X)y+Q(x)y =0
entonces se dice que x, es un punto ordinario de la
ecuacion diferencial si tanto P(x) como €(x) son

analiticas en x, de lo contrario x, sera un punto
singular de la ecuacion diferencial.

Lo anterior implica que x, es un punto ordinario si
as(x,) es distinto de cero, mientras que lo contrario
[a,(x,) = 0] nos lleva a que x, sera un punto singular de
la ecuacion diferencial.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

S1 x, es un punto ordinario de la ecuacion diferencial
a,(X)y"+a,(X)y'+a,(x)y =0

siempre sera posible encontrar dos soluciones
linealmente independientes en la forma de una serie de
potencias centrada en x,, es decir

Y09 =2 ¢, (x=x,)

Esta solucion en serie de potencias converge al menos
en el intervalo definido por |x - x,| < p, donde p es la
distancia desde x, al punto singular mas cercano.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

Con lo anterior, podemos considerar que si

V(9 =D ¢, (x=%)

entonces la primera derivada sera

y(x) =Y nc, (x=%)"

mientras que la segunda derivada sera

y"(X) = in(n—l)cn (x—xo)n_2

1



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

Un ejemplo.
La ecuacion diferencial

tiene como solucién a

Y(X) — Clyl(x) +CY, (X)
donde yl(X) =sIn(x) v Y, (X) = cos(X).

Encuentre la solucién para esta ecuacién en una
serie de potencias alrededor de x,= 0.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

Otro ejemplo.

Encuentre la solucion en una serie de potencias,
alrededor del origen, para la ecuacion diferencial

d’y _dy
= xFioy=0-
dx? dx y

Al escribirla en la forma

Y(X) — C1y1(x) TG Y, (X)

identifique claramente a y,(x) y y,(x).



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

S1 ahora consideramos que la ecuacion diferencial
a,(X)y"+a (X)y+a,(x)y =0
tiene un punto singular x,, tal que a,(x,) = 0, dicho
punto se clasifica en regular o irregular.

Para facilitar la clasificacién de un punto singular, es
conveniente reescribir la ecuacion anterior en la forma

y"+P(X)y'+Q(x)y=0

donde
; a, (¥)
Q(x) = 2

a,(x)



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Definicion.
Se dice que x, es un punto singular regular de la
ecuacion diferencial

y"+P(X)y'+Q(x)y=0

si las funciones p(x) = (x - x5)Px) y q(x) = ( x - x)?Q(x)
son analiticas en x, de lo contrario x, sera un punto
singular irregular de la ecuacion diferencial.

Lo anterior implica que s1 ( x - x,) aparece a lo mas a
la primera potencia en el denominador de P(x) o a lo
mas a la segunda potencia en el denominador de Q(x),
entonces x, sera un punto singular regular.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Un ejemplo.
La ecuacion diferencial

tiene como solucién a

) =X y2<x)=§

Identifique la singularidad y analice de qué tipo es.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Otros ejemplos.

Para las siguientes ecuaciones diferenciales
1dentifique la singularidad y analice de qué tipo es.

d’y . 4, 9y
a) (X—4)2XW+4X&+(X—4)}/:O
d’y _dy
by (1—x%)—2 —ox—=2 —
(1 X)dxz 2x—+a(a+l)y=0

donde o es una constante.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Teorema de Frobenius

S1 x, es un punto singular regular de la ecuacién

diferencial
a,(X)y"+a(X)y+a,(x)y =0

siempre sera posible encontrar al menos una soluciéon en
serie de potencias centrada en x, de la forma

y(X) = Zc X — Xq :icn(x—xo)n+r

donde el niimero r es una constante por determinar.

S1 se encuentra que r es un numero que nNo es un
entero negativo, entonces la solucién correspondiente no
es una serie de potencias



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Con lo anterior, podemos considerar que si
= n+r
y(X) — zcn (X_ XO)
n=0

entonces la primera derivada sera

-1
y'(X) = Z n+r)c, (Xx=x)"
mientras que la segunda derivada sera

y"(X) = i(n +r)(n+r-1)c, (x- xo)n”_2



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Un ejemplo.
La ecuacion diferencial

d’y 2y _,
dx?  x°

tiene como solucién a

) =X yz(x)=§

Encuentre la solucién para esta ecuacién en una
serie de potencias alrededor de x, = O.



SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIA EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES

Otros ejemplos.

Identifique el (o los) punto(s) singular(es) y su
clasificacion, e intente encontrar la solucién en una
serie de potencias, para la ecuacion diferencial

(a) 2
x(x+3)d—2/—y:0
dx

®b) d°y 1d 1
—Z—— Y 4 =y=0
dxc xdx (x—l)
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