





d).- Propiedades de la Transformada de Fourier.

Algunas propiedades bdasicas de la transformada de Fourier, y que se desprenden de su definicién,
son las siguientes:

e La transformada de Fourier es una aplicacion lineal, es decir, la trasformada de una suma de
funciones es la suma de las transformadas.

F {af t+ bg(t)} (w)=aF { f (t)} (w)+bF {g(t)} (o)

e Silafuncién es absolutamente integrable se cumplen las siguientes relaciones.
0 Cambio de escala

F{f(at) (@)= F{f (t)}(%)

[

0 Traslacién

F{ft-a)}(w)=e""F{{ (1)} (o)

0 Traslacion en la variable transformada

F{f(O}(0-a)=F{e"f ()} (o)

0 Transformada de la derivada: Sify suderivada son integrables, entonces satisface que

F{f'®} (o) =ioF {f{1)} (@)

Derivada de la transformada:

F{F ) (@) =F{-it- f ()} (o)

o

Estas identidades se demuestran mediante un cambio de variables o integracién por partes,
operada sobre la definicion.

Ejercicios sugeridos.

1. (a) Encuentre la transformada de Fourier de la funcidn f(t) = e~ ltl; y (b) Usando el resultado anterior
y el teorema integral de Fourier muestre que

(o0}
Ee"”—f cos wt do
2 ) 1+ w?

0

2. Encuentre la transformada de Fourier de la funcién g(t) = H(t — a)e™?¢, donde H(t) es la funcién
de Heaviside (o funcién “escaldn”).
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Otro ejemplo.

Por lo anterior, vamos a calcular la transformada de Fourier de la distribucién Gaussiana normalizada,
definida por

1 [
f(t)_aﬂe

Esta distribucion Gaussiana esta centrada en t = 0 y tiene una desviacion raiz media cuadratica Atms = o.

Solucidn. Partiendo de la definicién de transformada de Fourier podemos escribir

L [_Zizje“”tdt

LT e
x/g,wa 27

Pé(tzfzazim)]

F(o)=

F(0) = dt

SN S
\/Z s oN2rx
El argumento de la exponencial se puede escribir como
(t2 - 20'2ia)t) = (t2 - 202ia)t) + (—O'Zia))2 N (—O'Zia))2
= (t2 - 20 %ot + (O'Zia))2 ) —(O'Ziw)2
= (t = iO'zco)2 — (iO'za))2
lo que permite reescribir a la transformada de Fourier F(®) como
(—Eazwzj [(t—io—zw)z}
ev’? 1 7 20*
e dt
N2 |oN2x _‘[O

F(w) =

La integral del término entre corchetes se puede escribir como
(t_iazw)z t-icZw :
e
f e dt = Ie dt

o2 o~N2rx

y haciendo el cambio de variable
- Toal0)

dt = /2odx
20

tenemos
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La dltima integral se puede escribir como
AT
F () =—=[e "t
N2

qgue nos lleva a

A e—(a—i(u)t t=c0
F(o)= —
(@) VZE[ a_ia)]t=0

y valuando en los limites correspondiente, nos permite escribir la transformada de Fourier que buscamos

A 1
F(”):E[—a—iwj

Como podemos advertir, en general, la transformada de una funcidn real suele ser una funcién compleja
de variable real; en este caso, podemos escribir

A a+iw
F(”):m(asz

c).- Teorema integral de Fourier.

Antes de enunciar el teorema integral de Fourier es importante mencionar que la transformada
integral de Fourier esta sujeta a las condiciones:

i.  f(t) es continua o continua por trozos; y
ii. f(t) es absolutamente integrable.

Por lo que podemos partir de la definicion de la transformada integral de Fourier (7.1) para
establecer que es posible recuperar o encontrar f(t) a partir de su transformada de Fourier F(@w) mediante
la expresion

f(t):%

donde la integral es un valor principal de Cauchy y recibe el nombre de Transformada Inversa de Fourier.

[ F(@e“do (7.2)

La transformada inversa de Fourier no proporciona correctamente el valor de f(t) en los valores tq
en los que f(t) no es continua. En dichos puntos, la expresion (7.2) proporciona el valor medio de los limites
de f(t) por la derecha y por la izquierda del punto considerado tg, es decir,

e+ 0]

Este resultado se conoce como teorema integral de Fourier.
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Antes de entrar en materia enunciaremos un par de definiciones importantes.

Integrabilidad absoluta

Definicidon. Decimos que una funcidon de una variable real f(t) es absolutamente integrable cuando la
integral

[ It @]t

existe.

Continuidad a trozos

Definicion. Decimos que la funcidn f(t) es continua a trozos sobre un intervalo del eje t si podemos dividir
este intervalo en un nimero finito de subintervalos en que f(t) sea continua. En cada subintervalo f(t) tiene
limites finitos cuando la variable tiende hacia los extremos desde el interior del subintervalo.

Ejemplos de funciones continuas a trozos

//\ \/\H/\

En los ejemplos anteriores, las discontinuidades presentes corresponden a “saltos” finitos, lo que
implica que en cada salto las funciones tienen limites finitos tanto a la izquierda como a la derecha de la
discontinuidad.
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It 0<t<Z
@ f®={ 3 Fst<m
ln’—g n<t<2m
2
(e) f(x)=— 0<x<4
(f) f@)= {30t _03<<ttS§30
X O0<x<m
(g) g(x)={2n_x n<x<2m

Encuentre y grafique la serie de Fourier compleja para la funcién f(t) = t3 — t en el intervalo —2 <
t < 2. Para ello, considere una extension periddica que busque eliminar el fenédmeno de Gibbs en los
extremos del intervalo.
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Ejercicios sugeridos.

1.

En los siguientes problemas bosqueje la funcién, encuentre el periodo minimo y construya el
desarrollo en Series de Fourier que corresponda.

@) f(t):{Zt:zL —02<<tt<<40

(b) f(t) = |sen 2t|, para —% <t< g

(c) f(t) =H(t), para —2 <t < 2. En este caso, H(t) representa a la funcién unitaria de Heaviside
(lamada en ocasiones, funcién escaldn).

X
sen— 0<x<m

(d) f(©) = 2

X
—senz T<x<2m

_(—x+e*¥ -3<t<0
(€) f(t)_{x+e"‘ 0<t<3

En algunos problemas es conveniente aproximar sin rtt en el intervalo [0,1] mediante una parabola
f(t) = at(1 — t), donde a es una constante. Para tener una idea de la exactitud de esta aproximacion,

(a) Expanda la funcion f(t) = 4t(1 — t) en una serie de Fourier considerando

_(At(1+t) -1<t<0
f(t)_{4t(1—t) 0<t<1

(b) grafique, junto a la funcién f(t) = sinmt, la expansién obtenida considerando 2, 4, 8 y 20
términos.

Una funcidn diente de sierra se describe por

—1(n+t) —T<t<0

f(t)={21

+§(71'—t) 0 < t S T

Muestre que

£t) = Z sir;lnt
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Esta simplificacidn toma en cuenta que e™

en series de Fourier compleja como

= cos NX + i sen NX. Lo que permite escribir la expansion

fn=>Yc, exp(i?—”tj

donde los coeficientes de Fourier ¢, (para n # 0) estan dados por

17 2nz
Cn = ?J‘ f (t)exp(—l ?tjdt

0

mientras que Cy esta dado por
1 T
c,=—| f(t)dt.
07 j (®)

Esta relacién se puede derivar de manera similar a como se hizo la derivacion de los coeficientes
reales an y bn; sélo que en este caso, se debe multiplicar el desarrollo de f(t) por

ex (—izm—”tJ
P T

e integrar usando la relacién de ortogonalidad

P omr onr T para m=n
fexp —i——t |exp —t dt =
o T T 0 para m=#n
Los coeficientes complejos C, se relacionan con los coeficientes reales an y by, mediante
¢, =+(a,—ib,)
c, =%(a, +ib,)

Si f(t) es real entonces c.n = Cn', donde el asterisco () significa complejo conjugado.

Un ejemplo.
Encuentre una serie de Fourier compleja para f(t) = t* en el intervalo -3 <t < 3.
Solucion. En este caso debemos escribir una serie de la forma

fy=3c, exp(iz_r;—ﬂtj

N=—o0

donde los coeficientes de Fourier C, (para n # 0) estaran dados por

—||>—

f(t) exp( i —tjdt

exp( I—tjdt

usando integracion por partes, encontramos que los coeficientes son

1t 1V/4
c =— |tPexp| —i—t |dt
=) p( 3j
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Como la extensidn que realizamos es par, podemos aplicar las condiciones de simetria presentadas
anteriormente, de tal manera que los coeficientes b, seran cero y tendremos una serie coseno de Fourier
de medio rango

f(t) :%JrZan cos nat
n=1

asi que nuestra tarea sera calcular los coeficientes ap y an, lo que haremos a continuacion.

De la definicidn

2% 27
== | f(t)dt == | tdt
a, T! () 4_j2

2 377 3
:ijtzdt: v_z_s8
44 3 3 3
Mientras que

T T
a, :EI f(t)cos na)tdtzz_.. f(t)cos(ﬂjdt
T9 T+ T

donde hemos usado la definicion de la frecuencia fundamental w.

Asi que la integral a evaluar es

2 2
an:z_[tzcos gt dt:ﬂJ‘tzcos znt dt
4 4 49 2

2
= .ftz cos(”—ntj dt
2

0

gue podemos resolver usando integracion por partes, para obtener sucesivamente,

2 2
a, = it2 sin[ﬁ—ntj _4 tsin(ﬂ—ntJdt
nz 2 )], nmy 2

2 2
= 28 > it2 sin(”—ntj ——28 5 Icos(”—mjdt
nN“z°| nzt 2 )|, nrm 2
16

n2z> COS(?Z'I’]) = nz—”z(_l)n

Con lo que la serie coseno de Fourier para f(t) = t* en el intervalo -2 <t < 2, se escribe como

f(t) =§+16i (_1) cos(ﬂ—ntj

~n’x’ 2

Queda de tarea para el lector interesado, construir la serie seno de Fourier para esta funcién,
mediante una extension impar de f(t).
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e Extension periddica impar:

.f;mpm‘ ( r )

- W) . O=ti
T L reco N N N DN
f(t+2D) = £(1) Y -w 17 \(”

T=21] R

Como puede verse, para la misma funcion f(t), las diferentes extensiones implican modificar el
periodo, en el caso recién mostrado, un dominio inicialmente entre 0 y L, se mantiene sin cambios para
una extensidon normal, pero se duplicé para las extensiones par e impar.

Serie de Fourier de medio rango

Definicion. La serie de Fourier de una extensién periddica par o impar de una funcién no periddica se le
llama serie de Fourier de medio rango. Lo anterior se debe a que la funcidon no periddica se considera
equivalente a la mitad de la funcién expandida, ya sea mediante una funcién par, o una funcién impar.

fp{l}'(t) H”pm ( )
VYW\/\, I\ AN
-3/ -2/ -/ o' [ 21 3 T :{;_ 7 3,

(T K'

Serie coseno de Fourier de medio rango

Definicidn. Si la funcidn no periddica se extiende mediante una funcidn par entonces los coeficientes b, se
anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funcion se reduce a

f(t)= %+Z“an cos Nt
n=1

gue sélo contiene el desarrollo en términos de cosenos, por lo que se le conoce como Serie coseno de
Fourier de medio rango.

Serie seno de Fourier de medio rango

Definicion. Si la funcién no periddica se extiende mediante una funciéon impar entonces los coeficientes an
se anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funcidon se reduce a

f(t)= ibn sin Nt

n=1

gue solo contiene el desarrollo en términos de senos, por lo que se le conoce como Serie seno de Fourier
de medio rango.
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g).- Expansion de Fourier de medio rango.

Hasta este punto hemos considerado funciones periddicas, por lo que aplicar la teoria de Fourier
para hacer un desarrollo en series de senos y cosenos ha sido directo.

Sin embargo, en muchas situaciones fisicas lo que se tienen son funciones no periddicas, pero esto
no debe representar mayor problema ya que (casi) siempre se pueden definir sobre un intervalo dado,
considerando que en una observacidon o medicidn sobre un sistema fisica el tiempo involucrado es finito.

Algunos ejemplos de funciones no periddicas se muestran en las figuras siguientes, las cuales son
distintas de cero en un intervalo finito.

Por lo anterior, resulta muy util extender la funcidn no peridédica en una funcién periddica antes
de calcular su representacion en serie de Fourier.

La serie de Fourier de esta funcidn periddica representaria entonces correctamente a la funcion
no periddica en el intervalo deseado.

Por ejemplo, si consideramos una funcién no periddica tal como la mostrada a continuacién.

0 L

Podemos extenderla, simplemente repitiendo la funcién, tal como se muestra

en cuyo caso no hay simetria respecto al eje y.

Otra opcidn puede ser

que como vemos presenta simetria impar, ya que f(-t) = -f(t).
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f).- Funciones discontinuas. Fendémeno de Gibbs.

La expansion en Serie de Fourier usualmente funciona de manera adecuada cuando tenemos
funciones que son discontinuas en el intervalo requerido. Sin embargo, en estos casos la serie no produce
una funcién discontinua, sino que “conecta” la funcidn original en su discontinuidad.

Por ejemplo, para la funcién diente de sierra definida como f(t) =at (con a > 0)y periodo 7, que
se muestra en la figura de la izquierda, y que presenta una discontinuidad en t = &, encontramos que el
desarrollo en Serie de Fourier existe, tal como se muestra en la figura de la derecha, el cual se ha calculado
para 4, 6y 10 términos.

f f

2 10 terms

En este punto mencionaremos, sin probar, que el valor de la funcién en términos de la Serie de
Fourier en la discontinuidad serd el promedio de los valores que toma f(t) en la discontinuidad.

Matematicamente, podemos expresar que en el punto de discontinuidad tg, la serie converge al
valor dado por

l..
frourier (tg) = EEL%[ ft,+e)+ f(t, - g)]

En la discontinuidad, la representacion en series de Fourier de la funcion, frourier(t) toma valores
que rebasan los correspondientes a la funcion original f(t).

Conforme se incluyen mas términos en la representacion en serie, los puntos con rebasamiento
se acercan cada vez mas a la discontinuidad, pero no desaparecen, incluso en el limite cuando se considera
la serie completa. Este comportamiento se conoce como fendmeno de Gibbs.

En las siguientes imagenes se muestra este fendmeno para el
desarrollo en serie de Fourier de la funcién cuadrada, definida como

F, para —%<t<0

]~

f(t)=

]

-F, para 0<t<%

gue evidentemente no es continua, tal como se aprecia en la grafica.
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Evidentemente, la integral de una funcién impar de —A a +A

.fmlp:\r (t )
I

se anula, es decir

A
[ Fpar eIt =0

Producto de funciones pares e impares.

De acuerdo a la clasificacion presentada anteriormente, el producto de funciones satisface las
siguientes propiedades:

= (par) x (par) = par
= (impar) x (impar) = par
= (par) x (impar) = impar

= (impar) x (par) = impar
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e).- Algunas consideraciones de simetria.

En muchas ocasiones, la paridad de la funcion f(t) permite simplificar el calculo de su serie de
Fourier, para ello vale la pena identificar el tipo de simetria que presenta dicha funcién y obviar el célculo
de los coeficientes ag y an, o los coeficientes by, seglin sea la paridad mostrada por f(t).

Funcidn par

Una funcion f(t) es par si su grafica es simétrica
respecto al eje vertical, tal como se muestra en la

figura. -

. N

En este caso se CUmple que _

para todo valor de t en el dominio de definicién.

Algunos ejemplos de funciones pares son los siguientes

F)=1] f(n= 1’

f(t)=cost

A M
J UlU \

Evidentemente, la integral de una funcién par de —A a +A
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cos Nz —cos(—Nrz
a, =0+ 5 2( ):
nrz

n

0

Para terminar, calculemos el coeficiente b,
2 1 1
b =—| f(t)sinhwtdt = | t sin nztdt
=< j () j

es decir

g
t nzt nzt
b :[_ cos 7Z:| +J-cos 7t g
4

nz onx

—cos N7 +[—cos(—nx)] . [sin nt T
1

nz n’z?

2cosnr . sinnz —sin(-nz) _ 2(-1)™!

nz n’z’ nz
_ 2cosnzw _ 2(-1)"
Nz Nz

Con lo anterior, para la funcién f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con periodo T =2, la serie
de Fourier resulta ser

0 2(_1)n+1 )
f(t)y=) ———sinnzxt
(t) Z 3
o expandida en sus primeros términos

f(t)= zsin nt— isin 2rt+ isin 3rt-K
T 2r 3z
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Finalmente, la serie de Fourier resulta ser

f(t)= %+i{%}sin nzt

n=l1

que desarrollando los primeros términos se escribe como

f(t) :l+£sinﬁt+isin3ﬂt+isin5ﬂt +K
2 3z S

Es importante mencionar que la serie obtenida anteriormente, en principio, es una serie infinita;
sin embargo, en muchas situaciones sera suficiente considerar un numero finito de términos para obtener

la aproximacion deseada, toda vez que conforme sumamos términos el resultado va convergiendo a la
funcion original f(t).

Lo que puede apreciarse mejor en la siguiente secuencia de imagenes correspondientes a la serie
de Fourier recién construida.

o

T

:

—sin7zt+isinS7zt+isinS7zt zsin7zt+isin37zt+isin57zt+isin77zt
T RY/4 Srx T RY/4 Y1 T

f(r) A

~

Esir17zt+isin37zt+isin 57zt+isin 77zt+isin97zt l+£sin 7z’t+isin 3 +K +isin 23t
Vs 3 S5 T o 2 37 3
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El término 20 corresponde al valor promedio de la funcién f(t) en el periodo T, como veremos a
2

continuacion.

Si multiplicamos la expresion (6.1) por (cos mat) e integramos de 0 a T encontramos que
2 T
a, = 1_'-[ f(t)coshwtdt para n=12,3,..
0

mientras que para n =0, se tiene
2 T
a, =—| f(t)dt
o= j )

Por otro lado, multiplicando la expresion (6.1) pero ahora por (sin maft), e integrandode 0 a T,

encontramos que
2 T
b, = _I—_J f(t)sinnwtdt para n=1,2,3,...

0

Desarrollo en Serie de Fourier

Definicion. Sea f(t) una funcién convergente en el intervalo 0 <t <T, el desarrollo en serie de Fourier para
f(t) existe y esta dado por

f(t)= % + Z (a, cosnwt + b, sin nwt)
n=1
donde los coeficiente del desarrollo a, y by estan dados por

2 T
a,= ?!; f (t) cos nwtdt

2 T
b == j f (t) sin nestdt
T 0

paran=1, 2,3, ...; mientras que ay esta dado por
2 T
a, = ?j f (t)dt

0

A la cantidad @ que aparece en las expresiones anteriores se le conoce como frecuencia
fundamental y estd dada por

donde T es el periodo de la funcion f(t).
El calculoy estudio de las series de Fourier se conoce como analisis armadnico (o andlisis de Fourier)
y es extremadamente util al estudiar funciones periddicas arbitrarias y hacer un andlisis de la misma en

términos de su contenido frecuencial o espectro, @h.

134



Funcién no Extension periodica
periddica )

NN

-3 =21 -1 oI 1 21 3]
0 / T

El procedimiento que seguiremos en tales casos se discutird mas adelante.

Resumiendo.
Se dice que una funcion f(t) es periddica, con periodo T, si
= el dominio de f(t) contiene tantoatcomoat+T,y
= f(t+T) = f(b)

Y T

2T

Aunque 2T también satisface las condiciones anteriores, el valor minimo de T sera el que usaremos
en lo que sigue.

c).- Desarrollo en Series de Fourier.

Definicidn. Una serie de Fourier es una expansion de una funcién periddica f(t), con periodo T, en términos
de una suma infinita de senos y cosenos que toma la forma

f(t)= Z(an cos Nt + b, sin net)
n=0

En otras palabras, cualquier funcién periddica se puede reescribir como una suma de funciones
armonicas multiplicadas por constantes a determinar: an y by.

En el desarrollo anterior, se considera que la funcién f(t) tiene una periodicidad definida; sin
embargo, mas adelante veremos que aunque la funcién no sea periddica podremos hacer un analisis de
Fourier mediante la transformada integral de Fourier.
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Sin embargo, debido a la propiedad de ortogonalidad, las integrales del lado derecho son cero,
excepto cuando m =n, asi que la expresion anterior se reduce a

[ 0 dt=c, [ ¢ 0, et

de donde podemos despejar los coeficientes ¢, del desarrollo propuesto para f(t).

Con el resultado anterior, podemos escribir el desarrollo de f(t) como
f®)=2 ¢ (®)
n=0

donde

[ g, bt
AGIs

n

Si el conjunto de funciones ¢n(t) es ortonormal, entonces el denominador en la Ultima expresion
esigual a 1, y el célculo del coeficiente ¢, del desarrollo de f(t) se reduce a

¢, = [ FOg, bt

En particular, las funciones periddicas (como el seno y el coseno) de frecuencias distintas, pero
multiplos de una frecuencia fundamental, son ortogonales y forman un conjunto completo, por lo que son
una buena opcidn para realizar un desarrollo de la forma descrita lineas arriba.

En lo que sigue analizaremos los desarrollos para una funcidén f(t) en términos de una suma de
Senos y cosenos.

Tal representacién se llama serie de Fourier y, a diferencia de la serie de Taylor, puede describir
funciones que no son completamente continuas o diferenciables. Ademads, son faciles de diferenciar e
integrar, sus moédulos son faciles de evaluar y cada término incluye solamente una frecuencia
caracteristica.

Este ultimo punto es importante porque, como se verd mas adelante, la serie de Fourier se utiliza
a menudo para representar la respuesta de un sistema a una entrada periddica, y esta respuesta a menudo
depende directamente de la frecuencia de entrada.

Las series de Fourier se utilizan en una amplia variedad de situaciones fisicas, por ejemplo, las
vibraciones de una cuerda finita, la dispersién de la luz por una rejilla de difraccidn, la transmisién de una
sefial de entrada a través de un circuito electrdnico, etc.
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16.- Use residuos para encontrar los valores principales de Cauchy de las integrales en los ejercicios

siguientes.
0 dx
(@) f—OO x242x+2°
© xdx
(b) f—m (x2+1)(x2+2x+2)

RESPUESTA. (b) —m/5.

17.- Use residuos para evaluar las integrales impropias en los siguientes ejercicios.

o cosax

@ J, —, dxcona>0.

00 x sin 2x

(b) J, = dx .

RESPUESTA. (a) ge—a; (b) ge—m .

18.- Pruebe que

f°° dx _om
o X*+1 22

19.- Pruebe que sim > 0,

® cosmx 4 me~™(1 4+ m)
_— ax =
o (x2+1)? 4
20.- (a) Encuentre el residuo de (Z:T)S en z = i. (b) Evalle la integral fom%dx.
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Seccidn 5e:

6.- En cada caso, demuestre que los puntos singulares son polos. Determine el orden m de cada polo, y
encuentre el residuo correspondiente B.

(@) f(z) =222,
(b) f(Z) - (ZZZ+1)3;
© f(2) =

RESPUESTA: (a)m =1,B=3;(b)m=3,B =-3/16;(cm=1,B = +i/2m.
7.- Halle el valor de la integral

3z3+2 4
c Z-DEZ+9 "

en sentido contrarreloj a lo largo de la cirunferencia (a) |z — 2| = 2; (b) |z| = 4.
RESPUESTA: (a) 7i ; (b) 67 .

8.- Halle el valor de la integral

J dz
c 23(z+4)
en sentido contrarreloj a lo largo de la circunferencia (a) |z| = 2; (b) |z + 2| = 3.

9.- Evalte la integral

f coshmz dz
c z(z2+1)

considerando que C es la circunferencia |z| = 2 recorrida en sentido positivo.
RESPUESTA: 4ri.

10.- Use el teorema (5.8) de la Seccién 5e, para evaluar la integral de f(2) a lo largo de la circunferencia
|z| = 3 orientada positivamente, cuando

_ (3z+2)?
(@) f(2) = 2(z—1)(22+5) ’
_ z3(1-32) .
(b) f(2) = (1+2)(1+2z%)’
2331/2
(© fl2) =25

RESPUESTA: (a) 97i ; (b) —3mi ; (c) 2mi .
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Un ejemplo.

Determine el valor principal de Cauchy para la integral

E

X
Solucidon. Usando la definicidon anterior, podemos escribir

VP IZ% ~ lim f%+ *dx
-1 ¥ £—0 I x ¢

Lo que lleva a

VP J‘z% =lim[In|&|-In|-1|+In|2|-In|&|]
-1 ¥ -0

= lim[~1In | ~1| +In 2]]

VP f% —1n|2]|
71X

Es importante mencionar que aunque en el limite cuando ¢ — 0 las integrales no existen por

separado, cuando se considera la suma el resultado converge, por lo que podemos calcular el Valor
Principal de Cauchy para esta integral.

Sin embargo, habra integrales para las cuales no podamos calcular esta suma, de tal manera que
el Valor Principal no existirad debido a la inexistencia del limite requerido por la definicion.

Ejercicios sugeridos.

Secciones 5a y 5b:

1.- En cada caso, escriba la parte principal de la funcidn en su punto singular aislado y determine si se trata
de un polo, un punto singular removible, o un punto singular esencial.

@) f(2) = 2e();
(b) (@) =Z-;

1+z’

(C) f(Z) _ sinz

’
zZ

(d) f(Z) — COSZ |

’
z

(&) f(2) =G5 -
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eiZZ

f(z)=

7> -16
en z = -4, resultando
e|22 ei22 e—8i
B, =Res| — =— =——
z--16 27 8
Co=l Co=—4
con lo que
efsi
lim| f(2)dz=—ni
£—0 Cﬁl 8
Procediendo de manera similar encontramos que
e8i
lim| f(2)dz=——mri
-0 sz 8
Una vez tomados los limites R — ooy £ — 0 podemos escribir
—4-& i2x ei22 4-& i2x i2z R i2x i2z
dx + dz + dx + dz + dx + dz=0
IR x> -16 J.Cpl 2’ -16 Jﬁ x> 16 J.sz 2’ -16 4!.; x> -16 J.CR 2’ -16
como
. —4-& i2x 4—¢ i2x R ei2x e—8i _ e8i )
Iim 2—dX+ I 2—dX+ Iz—dx +—al——m =0
Rl o X" —16 4. X 16 o X —16 8 8

En el limite indicado, la primera parte de la ecuacién se reduce al valor principal de Cauchy para la integral

i2x . .
I e dX=I c032x+|sm2xdx

o x* —16 0 x> —16

Asi pues,

. 8i -8i
[OOSR i i
=X —-16 =X —16 8

i . .. T .
:—[(0058+|sm8)—(cos8—|s1n8)} =—"sin8
8 4
con lo que igualando partes real e imaginaria por separado, nos permite escribir

dx=0

» COS2X T © Sin 2X
dx =——sing
.[_oo 2 _16 4 y LO x> —16
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ei3z

f(z):z—l

por lo que aplicando el teorema de Cauchy podemos escribir

i3z I-& i3x
I € dz=_[ € dx +
cz-1 R Xx—1 € z-1

RZ—

Queda de tarea demostrar que la ultima integral, en el limite cuando R — oo, es cero.

A continuacién, vamos a evaluar la segunda integral en el limite cuando & — 0 considerando que

lim f(z)dz =—B,7i

-0

lo que implica evaluar el residuo By de

En este caso, podemos usar

con lo que

. _ 3 -
15133 a f(z)dz=—€""7i

Una vez tomados los limites R — ooy £ — 0 podemos escribir

1-¢ _i3x
=0
-R X— 1+g Cr Z—
como
- _i3x R i3x )

lim| [ ——dx+ dx |—ize’ =0

Rox| o X —] x—1

=0 R l+e

En el limite indicado, la primera parte de la ecuacién se reduce al valor principal de Cauchy para la integral

© @ © cOos3X+1sin3X
[ =]
= Xx-1 - Xx—1

dx

Asi pues,

_[_i ciij dX+ij_m sin 3X

dx =ize” = i7Z'[COS3 +isin 3]
con lo que igualando partes real e imaginaria por separado, nos permite escribir

dX =—-xsin3

J~oo cos 3X
o X —1
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Teorema. Supongamos que

. Ly . . y
i Una funcidn f(z) tiene un polo simple en un punto z = X, del
eje real, con una representacion en serie de Laurent en el T TT TS
~
disco perforado 0 <z - Xo| <Ry residuo B,. /’ v AN
o . . . . \
ii. C, denota la mitad superior de una circunferencia ! ’ o \
. . . |
|z - Xo| = p, con p < Ry, recorrida en sentido negativo (el de ol ¢ > X T P
las agujas de un reloj). T /
N /s
7/
Entonces SNe T
lim| f(z)dz=-Byxi
p—0JC,

Demostracidn. Suponiendo que se satisfacen las condiciones (i) y (ii) del teorema, podemos escribir las
serie de Laurent de f(z) como

BO
Z—X,

f(2)=9(2)+ (0<]z=%|<R,)

donde

9(2) :ian (z—%,)" (|z—x0| < Rz)

Con esto, la integral sobre f(z) se puede escribir como

J'C f(z)dz:fC g(z)dz+BOJ‘C az

Z—X,

A continuacion veamos cada una de las integrales del lado derecho de la expresidn anterior, considerando
el limite cuando p — 0.

La funcion g(z) es continua cuando |z - Xo| < Ry,
por lo que si tomamos un numero o tal que Y

P<p <Ry
0(z) debe estar acotada en el disco cerrado |z - Xo| < p, .

Asi pues, existe una constante M tal que

l9(2)| <M siempre que |Z - Xo| < oo @) x

con lo anterior, puesto que la longitud de C, es L = mp,
se tiene

<ML=Munp

J.Cp g(z)dz

Por consiguiente

=0

lim
p—0

Lp g(z)dz

Para evaluar la segunda integral, parametricemos la semicircunferencia -C, como
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gue podemos simplificar al desarrollar las operaciones indicadas en el denominador y en el argumento de
las exponenciales para llegar a

ZeiZZ ei\/f(lJri) ei\ﬁ(—lﬂ)
> Res| = =+ _
X " +1 . 4 —4i
que se reduce a
e eV (V2 _eV?
ZRes Z = -
P 41, 2 2i
k
o
Gl
ZRes " = sm\/z
P z +1], 2
-k

Asi que finalmente, el resultado buscado es

©

. -2
Ixsmzde:Im Zﬂi(e sinﬁﬂ

xt+1 2

—0

es decir

o]

J- Xsin2x dx = 7e ¥ siny/2

Joxt+l

De hecho, una vez calculado el residuo podemos establecer un par de resultados adicionales

0

W
Istzxdx:Re{Ziri(e2 sin\/EHZO

doxt+l
y
o i2x -2
Ixf dx = 27i € sin\/E =ﬁi(e*ﬁsin\/§)
X+ 2
Otro ejemplo.
© cos3X
Calculej > ax
X +4

-0
Solucién. En este caso identificamos

iaz p(Z) iaz 1 i3z
f — P\ gz~
(z)e q(z) e 2 e

por lo que tenemos que calcular

0

cos 3X . gh?
———dx=Re| 271 ) Res| ——
-[ x> +4 { Z‘ Lz+4l]

—o0

Para ello advertimos que los polos zk se ubican en los ceros de z* + 4, resultando zx = £2i. Como los dos
valores son distintos, podemos afirmar que corresponden a polos simples.

Para nuestro problema bastard considerar es polo ubicado en el semiplano superior, que
corresponde al valor zx = +2i.
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Lema de Jordan

En la evaluacién de integrales sobre el contorno Cg, cuyo integrando es de la forma f(z)e'¥, en
algunas ocasiones se hace necesario usar el llamado Lema de Jordan, que se enuncia a continuacién.

Teorema. Suponga que

(a) la funcién f(z) es analitica en todos los puntos z del
semiplano complejo superior que son exteriores a un
circulo |z| = Ro;

(b) Cr denota el semicirculo representa-do por z = Re'?
(0< @< 7), donde R > Ry;

(c) paratodos los puntos z de Cg hay una constante positiva
Mg tal que

f(@)|<M; v lmM,=0
R—w
Entonces, para toda constante positiva a,

lim f(z)e™dz =0 (5.17)

Cr

Integrales impropias en el analisis de Fourier.

Otra aplicacion del teorema de los residuos aparece en el calculo de integrales impropias
convergentes de las formas

_[ f (X) sin axdx 6 I f (X) cos axdx

donde a es una constante positiva y, tal como lo hemos hecho, supondremos que
X
f (0= PO
q(x)
donde p(X) y q(X) son polinomios con coeficientes reales sin factores en comun; ademas, q(X) no tiene
ceros reales.

Este tipo de integrales aparecen en la teoria y aplicaciones de la Integral de Fourier que veremos
mas adelante en este curso.

En este tipo de integrales no podemos aplicar directamente las ideas desarrolladas anteriormente
para el calculo de integrales impropias, pero aun podemos hacer algo si consideramos que

R R R

j f (X) cos axdx +i j f (X)sin axdx = j f (x)e™dx

-R -R -R
es decir, en vez de calcular la integral que involucra al seno o al coseno, calculamos la integral que contiene
a la exponencial y al final igualamos partes reales e imaginarias en ambos lados del resultado que se
obtiene.
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En este caso

2 2
B, = Res[ 62 } 6 _ |
C,

" +1 1, =6_c|f=6_ci
Por lo que
R
[ foodx+ | f(Z)dZ=27Zi|:i_—i_+l_:|=£
i g 61 61 61] 3
de donde

R

J' f (x)dx :%— _[ f(z)dz

-R
valida para toda R, tal que R > 1.

En este punto tenemos que considerar el calculo de la integral del lado derecho, para ello vamos
a utilizar la parametrizacién de Cr dada por

2(t) = Re"
con0<t<m
A partir de lo anterior, tenemos que

‘22‘:|z|2 =R?

y, usando la desigualdad del tridngulo para nimeros complejos (|z1 +2,|2 ||Zl|—|z2

), podemos escribir
6
20 41| [ —1] = R° -1
Asi que si Z es cualquier punto sobre el contorno Cg, entonces

ZZ

2°+1

R2
< —
R°-1

|f(@)]=

En este punto podemos usar un resultado que se tiene cuando evaluamos una integral sobre un contorno
de longitud L en el que el mddulo de la funcidn f(z) esta acotado por un valor M, es decir

jf(z)dz <ML
C
lo cual implica que
2 3
[ t(2)dz|< R |r="R
g, R® -1 R® -1
es decir
V4 V4
R? R?
j f(2)dz|<— =
¢ L1
R RO R* R



A continuacion describiremos un método basado en los residuos que permite evaluar integrales
impropias de funciones racionales pares f(x) de la forma

p(X)
fox) =P
(0=

con
f(-x) = f(x)

y donde p(X) y g(X) son polinomios con coeficientes reales sin factores comunes.

Suponemos que ((z) no tiene ceros reales y que tiene al menos un cero en el semiplano complejo
superior (donde Im(z) > 0).

El método se inicia identificando todos los ceros distintos del polinomio (z) situados en el
semiplano superior, hay un numero finito de ellos (dependiendo del grado del polinomio) y podemos
denotarlos como zj, 2y, ..., Z,, donde n es menor o igual que el grado N de q(z).

A continuacion se integra el cociente ¥y

p(x)
f(x) =2
=0

sobre el contorno semicircular formado por el segmento
recto desde z = -R a z = R y la mitad superior de la
circunferencia |z| = R descrita en sentido positivo y que
denotaremos por Cg, tal como se muestra en la figura.

En todo caso supondremos que R es lo
suficientemente grande para que los puntos zj, Z,, ..., Zn sean todos interiores al contorno cerrado que se
estd considerando.

Usando el teorema de los residuos de Cauchy y la parametrizacidn z = X para el segmento recto,
podemos escribir

jf(z)dz: j f (x)dx + j f(z)dz:ZﬁiZn:Res[f(z)]Z:Zk

de donde

R n

j f(x)dx =271 Res[ f (2)],., — j f(z)dz

R k=1 Cq
Si

lim [ f(ydz=0
Cr

entonces

VP { ji f (x)dx} = ZHiZn:ReS[ f(2)],,

R k=1

Tomando en cuenta que f(X) es una funcién par, podemos escribir finalmente que
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Para calcular el residuo, usamos Res[M} _ @)
a2 ), @)

es decir

cosz =n"!

o1 (5w
Res[z sec Z]Z:Z =Res[ } =~ ___Z (™ [% + nﬂj

con lo que se llega al resultado deseado.

g).- Aplicacion de los residuos.

Calculo de integrales impropias.

En calculo, la integral impropia de una funcidn f(x) sobre la semirrecta X > 0 se define como
" fdx = lim [ (x)d (1)
Jo 00 =lim JNf oo

Cuando el limite existe se dice que la integral impropia es convergente y que converge a dicho limite.
Si f(x) es continua en todo X, su integral impropia sobre la recta -co < X < o0 se define como
" todx = lim [ fodx+ lim [ f(x)d (2)
J'w (X) x_RllilgoJ:Rl (x) X+R21£>I10J.0 (x)dx

y cuando los dos limites existen se dice que la integral impropia converge a la suma de ambos limites.

Definicion. Esta ultima integral tiene otro valor asignado conocido como valor principal de Cauchy (VP)
que se define como el nimero

VP[ [ f(x)dx] = 1im [  ()dx

siempre que este limite exista.

Es importante mencionar que si la integral dada por la ecuacién (2) es convergente, su valor
principal de Cauchy (VP) existe; sin embargo, la existencia del valor principal de Cauchy NO garantiza la
convergencia de la integral (2), tal como se muestra en el ejemplo siguiente.

Un ejemplo.

Observemos que para la integral

r xdx

—0

el valor principal es
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Res[ f(2)],_, =¢(z,) donde ¢(2)=(z-z,) f(2),

podemos escribir

Re{p(”} _b@)
A2 |, 9(z)

Pero como ((z) = (z - 20)9(2), podemos derivar con respecto a Z y evaluar en z = Z,, para obtener
sucesivamente

q4’(2) = (2-20)9(2) + (2 - 20)9°(2)
q’(2) =9(2) +(z-20)9°(2)
q’(20) = 9(20) + (20 - 20)9°(2)

con lo que, finalmente, se tiene

Res[p(z)} _ P(z)
9@, a'@)

lo que demuestra el teorema.

Un ejemplo.

Usando el teorema anterior, demostrar que el punto z =0 es un polo simple de la funcién

f(z)=cscz=—
sin z
y que su residuo es 1.
Solucidn. A partir de la expresidn para f(z), identificamos
p(2)=1
g(z)=sinz

A continuacion verificamos las condiciones que deben cumplir p(2) y q(z), a saber
P(z0) #0,9(z0) =0y q’(20) # 0
que en este caso resultan
p(0) =10,
g(0)=sen 0=0

g’(0)=cos (0)=1+#0
Por lo que podemos concluir que z = 0 es un polo simple de csc z.
Mientras que para calcular el residuo, usamos

Res[p(z)} _ Pz
9@, 9'@)

es decir
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Un ejemplo.

Considerando la funcién f(z) = z* + 4, identifique y clasifique el (o los) cero(s).
Solucion. Los ceros de f(z) son zo = +2i, ya que f(z) = (z + 2i)(z - 2i)

= Considerando zy = +2i, escribamos ¢(z) como

f(z) (z+2i)(z-2i)

(z—z,)" (z—2i)"

que resulta diferente de cero en zy = 2i cuando m = 1, por lo que o = +2i es un cero de orden 1.

9(1)=

= Considerando zp = -2i, escribamos ¢(z) como
Z+2i)(z-2i
g(zy =222 =20)
(z+2i)

que resulta diferente de cero en zy = -2i cuando m = 1, por lo que zo = -2i es un cero de orden 1.

Para continuar, establecemos un par de teoremas Uutiles.

Teorema 1. Dados una funcion f(z) y un punto z, supongamos "
que LT TN
e N
. sy 4 N
i. fesanaliticaenz / pmmmme N
. _ YT . P / -~ D \ \
i. f(z0) =0, pero f no es idénticamente nula en ninglin ! J | \
\
entorno de 2. ! / 7 !
| L 1 Zy /_t '
Entonces f(z) # 0 en algln entorno perforado 0 < |z - zy| <e. \ N S /
\ N7 o
\\ ]VO// R
0 N 7
Teorema 2. Dados una funcidn f(z) y un punto z, supongamos TteeT

que

i.  fesanalitica en un entorno Ny de 2o
ii.  f(zo)=0yf(2) =0, entodos los puntos de un dominio D o de un segmento recto que contengan a
Zo.

Entonces f(z) = 0 en Ny; esto es, f(2) es idénticamente nula en el entorno Ny .

Una vez establecidos los teoremas anteriores, vamos a ver el teorema que muestra como los ceros de
orden m de una funcion f pueden producir polos de orden m.

Teorema. Supongamos que

i.  p(2)yQq(2) son funciones analiticas en el punto z
ii. p(zo) # 0y q(2) tiene un cero de orden m en zy.

Entonces el cociente p(z)/q(z) tiene un polo de orden m en zy.

104



Con lo que se demuestra el teorema.

Ejercicios.
Use el teorema anterior, donde aplique, para evaluar los residuos de cada una de las siguientes funciones:

e
a) f(z):(z_l)2
1
b) f(z2)= 3
1+z
c) f(z):l
z
z+1
d =
) 1@ 72’ -2z
o) t)=2
z
f) f(Z)=22exp(lj
z
ZS
8) f(z)_1_23

Residuos al infinito
Teorema. Si una funcion f es analitica en todo el plano finito a excepcion de un nimero finito de puntos
singulares interiores a un contorno cerrado simple C orientado positivamente, entonces

If(z)dz:27ziRes %f(lj
4 z z)]

f).- Ceros de funciones analiticas.

Hay una relacidn estrecha entre los ceros y los polos de una funcién, de hecho mas adelante
veremos cdmo los ceros pueden llevar a polos; sin embargo, previo a ello, veamos algunas ideas que nos
pueden ser utiles en esto.

Anteriormente hemos visto que si f es una funcidn analitica en un punto zo, entonces existen todas
sus derivadas f™(zo) (paran =1, 2, ...); lo anterior permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema. Una funcion f analitica en zo, tiene un cero de orden m en z, si, y solo si, existe una funcién g,
analitica y no nula en 2o, tal que

f(2)=(z-2,)" 9(2)
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Ejercicios.

Use el teorema de los residuos de Cauchy para evaluar las integrales, sobre la circunferencia |z| = 3
recorrida en sentido positivo, de las funciones

-7

a) f(z):ez—z

b __¢&”

) f(2) P
o f (2)=7° exp(%j
o f(Z):zzz:r;z

Soluciones: (a) -2mi; (b) -2xi/e; (c) wi/3; (d) 2.

Cdlculo de residuos mediante fracciones parciales
En situaciones en las que tenemos una funcion racional f(z) de la forma

z
()= 2@
a(2)
donde () es un polinomio de grado mayor al de p(z), es posible usar la expansion en fracciones parciales
para encontrar los valores del residuo, tal como lo establece el siguiente teorema.

Teorema. Sea f(z) una funcidn racional, con N polos simples z, entonces la expansién en fracciones
parciales de f(z) tiene la forma

f(z)= A + A + A +..+ Ay
(Z_Zl) (Z_Zz) (Z_Za) (Z_ZN)

donde los nimeros complejos Ax, denominados coeficientes de la expansion, estan dados por

A =Res[T(2)],., =[(z=2)f (D], -

e).- Residuos y polos.

Hasta aqui, cuando una funcidn f(z) tiene una singularidad esencial en zo, la Unica manera que
tenemos para determinar el residuo en dicho punto consiste en obtener el desarrollo de Laurent alrededor
de 7o y elegir el coeficiente apropiado, correspondiente al término (z - zo)* de la parte principal de dicho
desarrollo.

Pero si la funcion tiene un polo en zy no es necesario obtener todo el desarrollo de Laurent
alrededor de z, para encontrar el coeficiente que buscamos.
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Un ejemplo.

Calcular la integral

J. 72-2 A4z
2 2(z-1)

donde C es la circunferencia |z| = 3 orientada positivamente.

z-2
Solucién. Sea f(z)= (—l) Los puntos singulares de fson z; =0y 2z = 1. Se observa que ambos son
Z(Z—

puntos interiores de C, ademas, z; y Z son polos simples de f. De esta forma,

z-2
ReS[ f (Z)]z:z(J - ReS|: 2(z - 1)1:0 -

z-2
Res[f(2)], , = Res[z(z—l)ll =

Como z; y Z, son puntos singulares aislados de fy f es una funcidn analitica en C y en su interior, salvo en
21y 2, entonces por el Teorema de los Residuos

z-2 . .
!Z(Z_l) dz = 27i[2+ (-1)] = 27i

Otro ejemplo.

Calcular la integral

[(1+z+2° )(e% vl e%”’)dz

C
donde C es un contorno cerrado simple que contiene en su interior a los puntos 2, =0,2, =1y z3= 2.

Solucidn. En este caso, tenemos que
1 1 1
f()=(1+z+7° )(eA vl y e%”’j

la cual puede ser reescrita como la suma de las funciones f,(z), f2(z) y f3(z) definidas, respectivamente,
como

f(2) _e/ (1+z+2)
f,(2) e/ (1+z+2%)

f.(2)= e/ (1 +Z+ 22)

Calculemos el residuo de fi(z) en z; = 0. Se tiene que f2(2) y f3(z) son analiticas en z; = 0, luego poseen
desarrollo de Taylor. De esta forma, el residuo de f(z) en z; = 0 viene dado por el coeficiente de z"' en el
desarrollo de Laurent de fi(z) alrededor de z; =0,
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De este resultado, vemos que el residuo de f(z) en el puntoz=0 es
Res[f(2)] _ = Res[el/Z] =1

=1, z=0

por lo que

Iel/ 2dz = 27i
C

Otro ejemplo.
Considere la integral

JZZ sin(lj dz .
c Z

donde C es el circulo unitario orientado positivamente centrado en 0 1

v

el origen, a saber, |z| = 1.

Solucidn. Para determinar el residuo, retomamos la representacion

en series de Maclaurin para sen z, a saber

3 5 7

sinz—z_2,%2 %2 . (Validapara |z| <o)

3t 57!

y la usamos para escribir

zzsin(lj_z 11 113 1 15+... (Vélida para 0 < |z|] < x0)
31z S'z2 7'z

Como podemos ver, el coeficiente de z”', y que corresponde al residuo del desarrollo, es _ 1 por lo que
3!
J.Z2 sin(l)dz =27i (—l] -z
z z 3! 3

Un ejemplo adicional.
Muestre que

J‘el/zzdz=0
C

Solucidon. Considerando que la serie de Laurent para el integrando estd dada por
|

2n
o n!'z

e =1+

Vemos que el coeficiente de z'! es cero, ya que en la serie n = 1 corresponde a 2%, con lo que se demuestra
lo pedido.
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Por lo tanto, para determinar si un punto singular aislado zy es un punto singular removible de f(z), basta
con verificar que

lim f (2)

77,

existe y es finito.

Un ejemplo.

o . . sin z
Verificar que zo = 0 es un punto singular removible de f(z)= .
Solucidn. Para verificar lo solicitado bastard mostrar que

. sinz
lim —
-7y 7
existe; asi que aplicando la regla de L'Hopital se tiene que
.. sinz . coszZ
lim —— =lim =1
-7, 7 2z, |

por lo tanto, al existir el limite, se demuestra que zp = 0 es un punto singular removible de la funcidn

f( )_San

c).- Residuo.

Definicidn. Sea f(z) una funcidn analitica sobre un contorno cerrado simple C y en todo punto interior a
C, salvo en zy. El residuo de f(2) en 2y, que se denota por Res[ f (Z)]z—z , esta definido por
—“0

Res[ f(2)], , =—j f(2)dz

Cuando 7, es un punto singular aislado de una funcién f, hay un nimero positivo R, tal que f es
analitica en todos los puntos z para los cuales 0 < |z — zo| <R».

Consecuentemente, la funcion f(z) tiene una representacion en serie de Laurent

f(2)= Za (z-2,)" +Z( —z)

donde los coeficientes an y by tienen cierta representacion integral vista anteriormente.

En particular, los coeficientes de la parte principal (bn) estan dados por

=LI—( f@d_ 15 )

H —n+l1
27l ¢ Z_Zo)
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Si p(z) y q(z) son analiticas en zo con p(zo) # 0 y q(z0) = 0, entonces z, es un punto singular aislado
de f(2). Por otra parte, como ((z) es analitica en Zo y q(20) = 0’(20) = - - - = 9™ (z0) = 0y d™(20) # 0,
entonces el desarrollo de Taylor de q(z) alrededor de zy es

a(2) =Y a,(z-2,)"
luego

a2 N nm
———=a_+ a(z-z))
(Z_Zo)m " n:zmﬂ " 0
por tanto,

()

=a_ #0
21, (Z—Zo)m m

De esta forma,

tim[ (2-2,)" £ (2)] = tim p(z))(lﬁﬁ %]

= p(ZO)[LJ # 0,00,
a‘m

Lo cual indica que z, es un polo de orden m de f(2).

Un ejemplo.

z

, asi como el orden de estos.

Establecer los puntos singulares aislados de la funcion f(z2) =

sin z
Solucidn. En este caso se tiene que
f(z)= P@)
a2)
con p(z) =€’y q(z) = sin z; en ambos casos, advertimos que se trata de funciones analiticas.
Analizando los ceros de ((z) encontramos que los puntos singulares aislados de f(z) son

Zn=nNm,conn=0,=+1,£2, ...

De esta forma, p(zn) # 0, q(zn) =0y q’(zn) # 0, para todo n. Por tanto, z, es un polo simple de f(2)
para todo n.

Un ejercicio.
1

Realice el mismo andlisis para la funcién f())=5—-—
z°(z-3i)

(revisada anteriormente) y corrobore sus

resultados previos.
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Existen otros procedimientos mas adecuados para verificar si un punto es o no un polo. El siguiente
teorema nos muestra un procedimiento para verificar si un punto es un polo sin necesidad de construir su
serie de Laurent.

Teorema. Si f(2) tiene un polo en zy, entonces lim| f (z)| =o0.
Z*)ZO

Demostracion. Sea f(z) una funcién con un polo de orden m en z, por lo que el desarrollo de Laurent para
f(z) toma la forma

b, + b, St by —
(Z_Zo) (Z_Zo) (Z_Zo)

f(=Ya,-2)"+
n=0
donde by, # 0. Multiplicando ambos lados por (z — z9)" tenemos

(z-2)"f(2)= ian(z —z)"" +b(z-2,)"" +b,(z—2,)" 7 +...+b

n=0

m

Del resultado anterior tenemos
. m _
21152[(2 2,)" f(2)]=b,

como
|(z—20)"| — 0, cuando z — Zo,
la ecuacion anterior indica que

lim|f (z)| =0,

77,

con lo que se demuestra el enunciado del teorema.

El teorema anterior no sélo nos permite identificar si un punto es un polo, sino también el orden
del mismo. Basandose en este teorema, las siguientes reglas nos permiten identificar el orden del polo.

e Reglal. Sea zo un punto singular aislado de f(z). Si existe el
lim| (z-2,)"f(2)]

y si dicho limite no es cero ni infinito, entonces f(z) tiene un polo de orden m en zo.

e Reglall. Siel polo de f(z) en 2y es de orden m, entonces
0 n>m

lim[ (2-2,)"f(2) | = {OO

n<m
Un ejemplo.
Establezca el orden de los polos que presenta la funcidn

1

@)= 7%(z-3i)

Solucion. En este caso vemos que f(2) presenta polos en z =0y z = 3i. Asi que analicemos estos polos por
separado.
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Ejemplos.
i.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) definida por

sin z
f(2)= .
@ z—4i

Solucion. Se tiene que z = 4i es el Unico punto singular de la funcién f(z), dado que f(z) es el cociente
de las funciones enteras fi(z) = sin z y f2(z) = z - 4i, siendo 4i el Unico cero de f2(2). Asi que z=4i es un
punto singular aislado.

ii.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) dada por
z+1

Oy

Solucién. En este caso tenemos tres puntos singulares aislados, a saber, z1 =0, Z, =iy z; = -i. Dado
que f(2) es el cociente de las funciones enteras f1(z) =z + 1 y f2(z) = 2(z* + 1), siendo 0 y #i los Unicos
cero de f(2). Asi que estos tres puntos son singulares aislados.

iii.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) definida por

f(z):;'
sin(ﬂ)
z

Solucidn. En este caso, la funcion f(z) tiene los puntos singularesz=0vy A
z=1/n(conn==£l1, +2, +£3, ...), todos ubicados sobre el eje real entre
z=-1yz=1.Todos los puntos son singulares aislados excepto z = 0. El P
punto singular z =0 no es aislado porque cualquier vecindad alrededor // c b .
de z =0 contiene otro punto singular de la funcidn. ! / )
|

Mds precisamente, cuando especificamos un radio & para la \\ of im ,’l

vecindad, tal como se muestra en la figura, habra un entero positivo m \\\* _,,//

talquem>1/¢& Estollevaaque 0<1/m<g, loqueimplicard que el
punto z=1/m siempre queda dentro de la vecindad |z| < &.

Tipos de singularidades aisladas

Antes de revisar los diferentes tipos de singularidades aisladas, vamos a definir la parte principal
de un desarrollo de Laurent.

Definicion. Sea

f(z)= Za(z—z) +z(z—z) (5.1)

el desarrollo de Laurent para la funcion f(z) alrededor del punto singular aislado zo. La parte del desarrollo
de Laurent de f(z) que tiene potencias negativas de (z - Zo) se denomina parte principal de f en z.

En otras palabras, el término

es la parte principal de f en z,.
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z+3

—D(z-2) ' 20~ 2

c)

d) e sinh(z+2);zy =0

eZ

m;Z():‘l-l

e)

f) zcoth2z;z,=0
g) secnz;z=1

SOLUCION. (a) |z| < 2, (b) |z| <m, (c) |z—2] <1, (d)|z| < oo, (e)|z—4i|l <4, (f)lz|<m/2,
(8)lz—1]<1/2

Seccion 4d:

. L (1 .
11.- Encuentre la serie de Laurent que represente a la funcién f(z) = z2 sin (2—2) en el dominio 0 < |z]| <

00,

. = (D" 1
SOLUCION. 1+Z¥~ —.
m (2n+1)! z

12.- Derive la representacién en Serie de Laurent

e 1 Z(ZH) N, N } (0<|z+1|< )

(z+1)* e|Z(n+2)! z+41 (z+1)

13.- Encuentre una representacién en potencias negativas de z, que sea valida cuando 1 < |z| < oo, para
1 1 1
lafuncién f(z2)=——=————.
1+z  z 1+(1/2)

0 (_1)n+1
SOLUCION. ) ~——

n
n=1

14.- Dé dos expansiones en serie de Laurent para la funciéon f(z2)= y especifica la regién de

7’(1-2)
validez de cada una de ellas.

sowuoN.Zz“+1+i (0<|z|<1); —Zin (1< z]< ).
z = Z

2
n=0 Z

B z+1
15.- Represente la funcién f(z)= —1
Z —

a) mediante su Serie de Maclaurin, y establece dénde es valida esta representacion;
b) mediante su Serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < oo.

SOLUCION. (a) —1—2iz” (Iz<1); (b) 1+2§:% (1< z|< o)
n=1

n=1
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Ejercicios sugeridos.

Seccion 4a:

1.- Determine, en caso de existir, el intervalo de convergencia para las siguientes series, determinando el
valor central (a) y el radio de convergencia (p):

o) 1
a) Tioter (x—4)"

b) Ty (—1)" — (2x — )"

) n 2n
¢) Xnzozms (* — 1)
2.- Encuentre la Serie de Maclaurin para las siguientes funciones reales f(x):

a) f(x) =x%e*
b) f(x)=xe ?*
c) f(x)=xsin3x

3.- Encuentre la Serie de Taylor, centrada en el valor a dado, para las siguientes funciones reales f(x):

a) f(x)=sinx;cona=m/4.
b) f(x) =cosx;cona=m/3.
c) f(x)=1/x;cona=2.

4.- Considerando los ejercicios 2 y 3 anteriores.

a) Escriba los primeros 4 términos de las series encontradas y llamele f;,-,x(x), en cada caso;

b) Evalle fuprox(x) en x = ¢ para tener fu,r0x(c). Considere ¢ = 0.1 para los ejercicios 2, y ¢ =
1.1a para los ejercicios 3.

c) Encuentre el error relativo que se tiene al considerar la serie parcial fu;rox(X) al evaluarla cerca
del valor central, para ello calcule el cociente fup,r0x(c)/f(C).
El error relativo nos da una idea de qué tan buena es una aproximacion o, en el caso del trabajo
en un laboratorio, de la calidad de una medicion.

Seccion 4b:

5.- Muestre que si

S
Il
=

entonces

NgE
:|||
%21

S
Il
Y

6.- Encuentre la regién de convergencia de

. (z+)™
A Ln=0Garnnrs)



Los dos teoremas anteriores nos permiten afirmar que si una funcidn f(z) esta representada con
una serie de potencias en una region R, la serie que se obtiene por diferenciacién término a término
converge a f ’(z) dentro de R.

Este procedimiento puede repetirse un nimero indefinido de veces.
También es cierto que si se integra término a término la representacion en serie de f(z) a lo largo

de una trayectoria contenida en R, la serie que resulta de esta operacidn converge a la integral de f(2)
efectuada a lo largo de la misma trayectoria.

Multiplicacion y divisidn de series de potencias

Para revisar la multiplicaciéon y divisién de series de potencias podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que cada una de las series de potencias

f=>az y 9@=30b7
n=0 n=0

converge dentro de cierta circunferencia |z| = ro.

Las sumas f(z) y g(z) son entonces funciones analiticas en el disco |z| < ry, y el producto de esas
sumas tiene un desarrollo en serie de Maclaurin, que es valido en ese disco, dado por

f(2)g(z)=) c,2" (4.12)
n=0
donde
C, = Zakbn—k (4.13)
k=0

La serie (4.12) es igual a la serie que se obtiene al multiplicar las dos series de f(z) y g(z) entre si
término a término y agrupando los términos que resulten con potencias iguales de z; a dicha serie se le
llama producto de Cauchy de las dos series dadas.

Por otra parte, para analizar el cociente de dos series de potencias, supongamos que la serie ¢(z)
# 0 en cierta vecindad del origen.

El cociente h(z) =1(2)/g(z) es analitico en esa vecindad y por eso admite un desarrollo de Maclaurin
dado por

h(z)=> d,2" (4.14)
n=0
donde do = h(0), d\ = h*(0), d> = h**(0)/2!, etc.
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dz B 0 sin#-2
l(z_i)””_ 27 sin=-2

Ejercicios.

1. Encuentre la serie de Laurent alrededor de la singularidad indicada para cada una de las siguientes
funciones:
a) f(z):L ; 2=0

z-1
17
b) f(z)=(z+;j ; 2=0
eZz

) f)-= )

(z-2)
l
d) f(z):cosA Lo

z ’
Z-sinz
Z3

e) f(z)=

) f(2)=(2-3)sin—— : 7-—4
(2)=(z )sz+4 ;2

g) f(2)= 1 .o,
@ 22 (z-2) =2

h) S
M= 77

2. Expanda las siguientes funciones en una serie de Laurent para las potencias indicadas y encuentre el
dominio de validez.

a) f(z)=ﬁ . (2+3)
b) (@=rrg ¢ @D
) f@=—t= i @

(z-)

Para resolver estos problemas pueden resultar utiles las siguientes series de Maclaurin:

1
1—+——W:1:Fw+w2$w3+w4th5+~-

(validas para |w| < 1)

> =1F2w+ 3w’ FAw’ 50t Fow’ + -
(1£w)
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Teorema de Laurent

4 Sea f(z) una funcidn analitica en el anillo Ry < |z - o] <R3,
centrado en z,. Sea C cualquier contorno cerrado simple,
orientado positivamente, que rodea a zy y esta contenido por
completo en ese dominio anular.

Entonces, en todo punto de ese dominio anular, f(2)
admite la representacion

S N~ b
f(z)=>a,(z-2,) +> —"— (4.3)
n=0 n=1 (Z - ZO)
- donde
a, = 1 J~ f(Z)df+] (n=0,1,2,...) (4.4)
27l c (Z - Zo)
y
= | t@d_ 1) (4.5)
2R (Z N Zo)
El desarrollo (4.3) se escribe, con frecuencia, de manera compacta como
f(2)=> ¢, (z-2) (4.6)
donde
- yj M@ _0,41,42,..) (4.7)
27 c (Z - Zo)

Esta ultima representacion es similar a la dada en (4.2); sin embargo, en cualquiera de las dos
formas (4.3) o (4.6), el desarrollo en serie de potencias, asi definido, se llama serie de Laurent.

Consideraciones acerca del Teorema de Laurent

e Sif(z) es analitica en todos los puntos de la regidn |z - zg| <R, entonces el desarrollo de Laurent de f(2)
se convierte en el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de o, ya que el integrando de los coeficientes
b,, dados por (4.5), se hace cero; mientras que los coeficientes an, dados por (4.4), se reducen a la
formula integral de Cauchy extendida, a saber

n ! f(2)
F0(z,) = — d
(ZO) 27Z_i J.C (Z _ Zo )n+1 Z

e Sif(z) es analitica en la region |z - zo| < R, excepto en el punto zo, entonces el desarrollo de Laurent es
valido en toda la region |z - Zo| < R».

e Sif(2) es analitica en todo punto z del plano complejo que no pertenezca a cierto circulo, entonces es
posible encontrar un desarrollo de Laurent de f(z) que sea vélido en una regidn anular cuyo radio
exterior R; es infinito.
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o0
Ejemplo: Usando el criterio del cociente, halle el circulo y el radio de convergencia de la serie Z

n

n
_Z”.

n=1

Dada una funcidén analitica ¢es siempre posible encontrar una serie de potencias cuya suma sea

dicha funcidon en algin dominio? Dicho de otro modo ées posible representar cualquier funcién analitica

por

medio de una serie de potencias? La respuesta es afirmativa, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema de Taylor

Sea f(z) una funcidn analitica en todo punto del disco Cy, con centro en zy y radio Ro. Entonces, en

cada punto z del disco Cy, f(z) se expresa como

© (n)
A f (z,) n
f@)=2 —*(z-12) (4.1)
0 .
o — n!
/’ ‘\\.
pd . AN es decir, la serie de potencias
/
Z =
/{ \\ f(”)(zo) n
/ R, ‘ (z2-2)
] 0 | o hl
[ < |
"\ % f" converge a f(z) cuando |z - zo| < Ro.
\
\ / a serie (4.1) se denomina desarrollo en serie de Taylor, o
’ La serie (4.1) se denomina d I ie de Tayl
0 ‘\\ s "~ simplemente, desarrollo de Taylor de f(z) alrededor del punto
-~
s -
-~ _ - 2.

Serie de Maclaurin
Sizo =0, el desarrollo de Taylor (4.1) adquiere la forma

© (n)
wzn
o n!

f(z)=

y se denomina desarrollo de Maclaurin de f(z).

Ejemplo. Dada la funcidn f(z)=¢?, halle

a).- el desarrollo de Maclaurin de f(z)
b).- el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de z = -i.

Ejercicio. Encuentre la serie de Maclaurin para las funciones f(z) dadas:

a).- f(z)=senz
b).- f(z)=cosz

El siguiente teorema nos garantiza que el desarrollo de Taylor alrededor de zo de una funcién f(z),

es la Unica serie de potencias que converge a f(z) en un disco centrado en z,.
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Ejemplos: Use el criterio del cociente para analizar la convergencia absoluta de las siguientes series:
o0 1 n
a)- y.n’ (z +—j
n=1 2
© 2
> nte™
n=0

b).-
2 2+1)"

o- ,]Z_(;(z+i)"(n+i)2
=1 (nY

0. 2ails)

Remanente de una serie

Definicion. Al establecer que la suma de una serie es un nimero dado S, a menudo es conveniente definir
el remanente pn después de N términos, usando la suma parcial Sy, de tal forma que

,Q\1=S-SN

Con esto, vemos que [Sn- S| = |on - 0], lo que nos permite establecer que una serie converge a un nimero
S siy solo si la secuencia de remanentes pn tiende a cero.

c).- Series de Taylor.

A continuacion definimos una serie de potencias como una serie de la forma

ian(z_zo)n =a0+al(z—zo)+a2(z—zo)2+---+an (‘_40)”"""
n=0

donde 2y y los coeficientes an son constantes complejas y z puede ser cualquier punto de una region dada
qgue contiene a Zo.

En estas series que involucran la variable z, denotaremos las sumas, sumas parciales y remanentes,
definidas anteriormente, como S(z), Sn(z) y on(2), respectivamente.

Teorema de convergencia de una serie de potencias

Sea la serie de potencias

. 1/n
definimos & = hm(|an|) , entonces,
n—oo
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Teorema para la convergencia de una sucesion.

Sean z, =X, +Iiy, (paran=0, 1,2, ..), para X, y Y, numeros reales,y Z=X+1y para X y Y

numeros reales. Entonces,

limz, =z
n—oo
siy sélosi
limx, =x vy limy, =Yy
n—oo n—oo
. L ., I . -Dn" o
Ejemplo. Determine si la sucesion z, = —+1| 1+-—— | converge y halle el limite si es el caso.

n

Ejercicio. Analice la convergencia de la sucesion

D"

n2

z,=2—-1i

Si la sucesidn es convergente, halle el limite de la sucesion.

Suma de una serie

Definicion. Una serie infinita

00

D1, =2+, T+
n=0

de niumeros complejos converge a un numero complejo S, llamado suma de la serie, si la sucesion

N
Sy=>1,
n=0

(N=0,1,2,...)desumas parciales converge a S; entonces se escribe

N

Z =S

n
n=0

Cuando la serie no converge, decimos que dicha serie diverge.

Teorema para la convergencia de una serie.

Sean z, =X, +1y, (paran=0,1,2,...), para X, y y,numeros reales,y S= X +iY para X y Y

numeros reales. Entonces,
o0
> z,=S
n=0
siy sélosi
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Para que inicie en n = 0 bastara hacer el siguiente cambio: n se sustituye por k + 3

k+3
2x 1
y = Z ()
k+3=3 (k +3)
e 2x+1)n+3
| n:
y luego se regresa a y= nzz(; (n +3)

Otro ejemplo. Supongamos que se tiene la siguiente serie:
o0 k
5
y=217
2k

Para que inicie en n = 0 bastara hacer el siguiente cambio: k se sustituye por n + 2

0 5n+2 -
V= 2w
y luego se regresa a k:
0 5k+2 -
y= kzz(; (k+ 2)'

Derivando series de potencias

Una serie de potencias define una funcion y(x) dada por
n
y(x) =2 cx
n=0

cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie, en el cual es continua, derivable e integrable, lo
gue permite escribir la primera derivada como

y'(x)=> nc,x""
n=0
la segunda derivada como

y"(X) = i n(n—1)c x"?

y asi sucesivamente.
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La pregunta ahora es: écomo sabemos si una serie converge o no?

La respuesta es sencilla, podemos usar el “criterio del cociente” (ratio test), pero antes
generalicemos y ampliemos las ideas anteriores.

Si ahora consideramos la expresion general para una serie de potencias, a saber
0
_ n
y= z C, (X - a)
n=0
entonces, la serie converge si existe el siguiente limite de las sumas parciales:
N
. L n
lim S, (x) = lim ) ¢, (x—a)
N—>o0 N —w -

Se llama intervalo de convergencia al conjunto de nimeros reales X o intervalo para los que la
serie converge.

Se llama radio de convergencia al nimero positivo (o cero) p, tal que la serie converge
absolutamente si

x—a|<p,
y diverge si
x—a|>p.
La region en la que
x—al<p

(donde la serie converge) se llama intervalo de convergencia. Dentro de su intervalo de convergencia, una
serie de potencias converge absolutamente

Si p =0 la serie converge solo para X = @, si la serie converge para todo X, entonces escribimos
p: (=

Prueba de convergencia (criterio del cociente o “ratio test”)

Considerando la serie
y= Z C, (X - a)n
n=0

y suponiendo que Cn # 0 para todo n, podemos escribir el siguiente cociente

. C X—a . C
lim per )n =|x—a|lim || =L
n—>w Cn (X — a) n—o Cn

n+1

Si L <1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge; y si L = 1, el criterio no es
concluyente.
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b) fﬂ+2i cos (g) dz

0

c) ff(z —2)3dz.

RESPUESTA. a)

1+i

;
T

b)e+§;c)0.

21.- Sea C la frontera orientada positivamente del cuadrado cuyos lados coinciden con las lineas x = +2

y y = +2. Evalle cada una de las siguientes integrales:
a) |, %;
o) [, 2% dz
o Jp o
d) J, Hdz;
d) fc t(azn_(jo/)zz) dz, con =2 < x4 < 2.

RESPUESTA. a) 27; b) =5 ¢) = 25 d) 0; e) im sec? (22).

22.-Sea C el circulo |z| = 3, descrito en sentido positivo, Muestre gue si

222 — 7=12
g(W)=f—Z "=z
Z— W
C

con |w| # 3, entonces g(2) = 8mixéCudl es elvalor de g(w) cuando |w| > 3?

23.-Sea C un contorno simpre cerrado cualquiera, descrito en sentido positivo en el plano z. Considerando

que

(w) = Z3+22d
gw) = Z=w)? z
C

muestre que'g(w).= 61w cuando w estd dentro de C y que g(w) = 0 cuando w esta fuera de C.

24.- Muestre que'si f es.analitica dentro y sobre un contorno cerrado C, y z, no esta dentro de C, entonces

25.- Evalle — §
2mi vC

! 7 A
@ 4 [ SO,
zZ— 2z (z — zp)
c
2
;fz donde C es el cuadrado con vértices en +2, +£2 + 4i recorrido en direccidn

contrarreloj.

RESPUESTA. i
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b) u(x,y) =2x —x3 + 3xy?
c) u(x,y) =sinhxsiny

d ulny) =52

x2+y?
RESPUESTA. a) v(x,y) = x% —y2 + 2y; b) v(x,y) = 2y — 3x%2y + y3; ¢) v(x,y) = — cosh x cos y;
d) v(x,y) = =

x2+y?’

11.- Considere la funcién f(z) = u(r, 8) + iv(r, 6) analitica en un dominio D que excluye al origen. Use

las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares y asumiendo la continuidad de las
derivadas parciales, muestre que la funcién u(r, 8) satisface la ecuacién diferencial parcial

7%U (1,0) + 17U, (1,0) + ugy(1r,0) = 0

Que corresponde a la forma polar de la Ecuacion de Laplace. Muestre que.esto también es valido para
la funcién v(r, 6).

12.- Determine cudles de las siguientes funciones u son arménicas. Para cada funcion armdnica, encuentre

la funcién armdnica conjugada v y exprese u + iv como,unafuncién analitica de z.
a) u(x,y) =3x%y +2x? —y3 —2y?
b) u(x,y) = 2xy + 3xy? —2y3
c) u(x,y) =xe*cosy—ye*siny
d) u(x,y) =e ?sin(x? — y?)

RESPUESTA. a) v(x,y) = 4xy — x3 + 3xy2 + C, f(z2)= 2z? — iz3 + iC; b) En este caso, u(x,y) no
es armonica; c¢) v(x,y) =ye cosy+xe*siny+C, f(z)=ze*+iC;, d) v(x,y) =
—e2% cos(x? — y2) + €, f(2)'= —ie®” +iC.

Seccion 3e:

13.- Evalue las siguientesiintegrales:

a) flz (% - i)2 dt

b) W ezt dt
c) fooo e ?tdt, conRez > 0.

RESPUESTA. a) = — i In 4; b) ? + i )=

14.- Muestre que si m y n son enteros, entonces

21
imé .—ind _ (0 cuandom #n

e e ao =
0 2r cuandom =n
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1

J- dz :J- dz :J- (z+2i)
°(z* +4)2 °(z+2i) (z-2i) ¢ (z-2i)
En este caso advertimos que f(z) :ﬁ no presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C,
Z+2i

por lo que es factible aplicar la extension de la férmula integral de Cauchy con zo=2iyn=1, por lo que

[ f(@) |, 27if () _ 2aif Qi)
“(

7—7 ) n! 1!
i -2 |- —4ri :
(z,+2i) ) (2i+2i)
Por lo que
I dz =£
(' +4) o 16

Ejercicios sugeridos.

Repaso:

1.- Muestre que

a) e(2+3m) — 2
z+m

b) \[(1 +1)

C) e(z+m) —

2.- Muestre que |ezz| < el”®,
3.- Encuentre todos los valores de z tales que
a) ef=-=2
b) ef=1+iV3
o e®D =1
RESPUESTA.a)z=1In2+ (2n+ Dmi;b)z=1In2 + (Zn + %) mi; c) z = %+ nmi.

4.- (a) Muestre que si e es real, entonces Im z = nm (conn = 0,+1,+2,...). (b) Si e# es un imaginario
puro, équé restriccion se requiere para z?
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A continuacidon veremos que si una funcidn es analitica en un punto, sus derivadas de todos los
6rdenes existen en ese punto y son también analiticas ahi.

Previo a este resultado veremos un resultado interesante que se obtiene a través del Teorema de
Cauchy-Goursat. Este resultado se conoce como férmula integral de Cauchy.

Si consideramos una funcién analitica sobre y en el interior de un contorno cerrado simple, basta
con conocer los valores que ella toma sobre ese contorno, para determinar los valores que toma en el
interior del mismo.

Férmula integral de Cauchy.

Definicion. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea C'un contorno.cerrado
simple perteneciente a D. Sea z, un punto interior de C. Entonces

_ 1 f®
fz)= 27 J.C(z—zo)dZ

La expresidn anterior se denomina formula integral de Cauchy.

El siguiente ejemplo aclara el uso de esta férmula en la evaluacién de integrales.

Ejemplo.

Hallar el valor de la integral j dz , donde C es lacircunferencia |z — i| = 2.

“(2° +4)
Solucion. Para resolver esta integral veamos si podemos aplicar alguno de los teoremas vistos
anteriormente, para ello analicemos la posible analiticidad del integrando en el contorno C.

El integrando presenta dos puntos en los que se indefine (z = +2i), uno de los cuales (z = 2i) se
ubica dentro del conterno C, por:loque no es posible aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat; para
investigar la factibilidad de aplicar la formula integral de Cauchy, procedemos de la siguiente forma.

Factorizando el denominador, podemos escribir

1 1
—daz —dz

J- dz _J- dz _,[ (z-2i) _I (z+2i)

c(22+4) Je(z+2i)(z-2i) o (z+2i) ¢ (z-2i)
En la primera posibilidad, la funcién f(z) :(;2_ presenta la singularidad (z = 2i) que cae dentro del

z-2i
. . . . 1

contorno C, por lo que no permite aplicar la férmula integral de Cauchy; por otro lado, f(2)= m

no presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C, por lo que es factible aplicar la férmula, asi que
tomamos

58



R es la regidén cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre C excepto los puntos
interiores a cada C;j (R es un dominio multiplemente conexo).

Se denota por B la frontera completa orientada de R que consta de C y todos los Cj, descrita en
una direccion tal que los puntos de R se encuentran a la izquierda de B. En este caso, si una funcién f es
analitica en R, entonces

jB f(2)dz=0

Ejemplo. Demostrar que

dz

=0

donde B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccién positiva, y.de las circunferencias
|z+1]=1/2,|z| = 1/2y |z— 1| = 1/2, descritas en la direccidén negativa.

Integral indefinida

El Teorema de Cauchy-Goursat es una herramienta valiosa cuando se trata de integrar una funcién
analitica alrededor de un contorno cerrado. En caso.de que el contorno no sea cerrado, existen métodos
que se pueden deducir a partir de dicho teorema y que facilitan el calculo de la integral considerada.

El siguiente teoremasse conoce como principio de independencia de la trayectoria.

Principio de independencia de la trayectoria. Sea f(z) una funcion analitica en todo punto de un
dominio simplemente conexo Dy seanz; y Z; dos puntos de D. Entonces, si usamos contornos contenidos
en D, el valor de

Lzz f(z)dz

no dependera del contorno utilizado parair de z; a .

Demostracion: Sea D un dominio simplemente conexo y C; y C, dos contornos en D sin
interseccién que van de z; a 7,. Se tiene que los contornos C; y —C, forman un contorno cerrado simple,
qgue denominaremos C. Luego, por el Teorema de Cauchy-Goursat si

jc f(2)dz=0
pero
IC f(z)dz:J-C f(z)dz +_|:C f(z)dz
jc f(z)dz :JC f(z)dz—J‘C f(2)dz
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Por ejemplo, integrales como
j sinzdz , I coshzdz y I e’dz
C C C

deben anularse si C es un contorno cerrado simple cualquiera. En todos estos casos, el integrando es una
funcion entera.

Obsérvese que la direccion de integracién en la ecuacion (3.43) no afecta el resultado pues

j_c f(z)dz= —jc f(2)dz.

Ejemplo.
Verifique que

IC z2"dz=0

donde n es un entero positivo y C es la circunferencia |z| =T, con r > 0.

Dominio simplemente conexo. Un dominio D se dice simplemente conexo si todo contorno
cerrado simple C dentro del mismo encierra sélo puntos de D.

A

Y
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f).- Integrales de funciones de variable compleja.

La integracion de una funcién compleja de variable compleja se define sobre curvas en el plano
complejo en vez de sobre intervalos de la recta real, como vimos en las secciones previas. Estas curvas se
conocen como contornos, asi que a continuacidon veremos con un poco mas de detalle estas trayectorias.
Para entender, y estar en condiciones de aplicar, estas clases de curvas (adecuadas para el estudio de las
integrales de una funcion de variable compleja) se hace necesario que veamos algunas definiciones.

Curva. Una curva C es un conjunto de puntos z= X + iy en el plano complejo tales que
x =x(t), y=y(t), ast<b

donde X(t) e y(t) son funciones continuas en el intervalo [a, b]. Los puntos de.C se/pueden describir
mediante la ecuacién

2(t)= x(t)+iy(t)  a<t<b

y se dice que z(t) es continua, ya que x(t) y y(t) son continuas.

Curva suave. Una curva C se llama curva suave, si 2°(t) = X’(t) +.iy’(t) existe y es continua en el
intervalo a < t <Dby siz’(t) nunca se hace cero en el intervalo.

Contorno. Un contorno o curva suavea tramaos, es una curva que consta de un nuamero finito de
curvas suaves unidas por sus extremos.

Contorno cerrado simple. Sea C un contorno. Se dice que C es un contorno cerrado simple si
solamente los valores inicial y final.de z(t) soniguales, es decir, z(b) = z(a).

Integrales de linea.
Sea f(z) una funcién devariable compleja. Sea C un contorno representado por la ecuacién
2(t)= x(t)+iy(t)  a<t<b
que se extiende del punto o = z(a) al punto = z(b).

Supongamos que f(z) = u(x, y) + iv(X, y) es continua a trozos en C, es decir, las partes real e
imaginaria,

u(x@,y®) v v(x.ym)
de f(z(t)) son funciones de t continuas por tramos.

Bajo estas condiciones, se define la integral de linea de f a lo largo de C como:

b

[ f(@)dz=]f(zv))2')dt (3.42)

C a

donde 2(t) = X’(t) + iy ().
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De igual manera, podemos establecer que
b c b
j w(t)dt =j w(t)dt +j w(t)dt (3.34)
a a C

con lo que podemos integrar una funcién w(t) continua a trozos o por segmentos, sin importar que sea
discontinua en C, ya que sdlo necesitamos que posea limites laterales que garanticen la existencia de las
integrales por separado.

Definicion. Si u(t) y/o v(t) son continuas a trozos en un intervalo [a,b], entonces diremos que w(t) es
continua a trozos en dicho intervalo.

El teorema fundamental del cdlculo sobre primitivas puede extenderse a las integrales del tipo
(3.33), para lo cual supongamos que las funciones

w(t) = u(t) +iv(t)

W(t) = U(t) +.i V(t)
son continuas en el intervaloa<t<h.

Si W’(t) = w(t), paraa <t <b, entonces

U’(t)=u(t)
y
V(1) = v(t).
Por lo tanto
["wityat =Udf +iv)]
Lb w(t)dt = [U (b)+iV (b)] — [U (a)+iVv (a)]
es decir

I: w(t)t =W(t>|2 =W(b)-W(a) (3.35)

Finalmente estableceremos una propiedad basica de los valores absolutos de las integrales; para
ello, tomemosa < by supondremos que el valor de la integral definida en la ecuacién (3.33) es un nimero
complejo no nulo 2.

Sirp es el médulo y & es un argumento de 2, tenemos que
b _
_[ w(t)dt =z, =r,e" (3.36)
a
de donde

=] : e w(t)dt (3.37)
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Teorema. Si una funcién f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica en un dominio D, sus funciones
componentes Uy V son armonicas en D.

Demostracion. Supuesta f(z) analitica en D, se deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann

u (% y) =V, (X,y) (3.13)
y
U, (X, y) ==V, (X, Y) (3.14)
Derivando las ecuaciones anteriores respecto a X, tenemos
U (X, ¥) =V, (X, Y) (3.24)
Y
Uy, (X, Y) ==V, (X, Y) (3.25)

Similarmente, si derivamos respecto a y tendremos

Uy (X, ¥) = V(X Y) (3.26)
y
U, (X, ) = =V (X, ¥) (3.27)
Ahora, usando las ecuaciones (3.24) y (3.27), se ve que podemos escribir
Uy (X, Y) +Uy, (X, y) =0 (3.28)

y usando (3.25) y (3.26) vemos que también podemos escribir
Vi (X, Y) 4V, (X, y) =0 (3.29)

Con estos resultados [ecuaciones (3.28)y (3.29)] vemos que Uy V son armonicas en D, con lo que
se demuestra el teorema.

Definicion. Si dos funciones dadas Uy v son armonicas en un dominio D y sus derivadas parciales de primer
orden satisfacen.las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el dominio D se dice que v es armdnica conjugada
de u.

Ejemplos.
1. Pruebe quela funcién u(x,y) dada, es armdnica.

2. Encuentre una funcion v(x,y) tal que f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) sea analitica, es decir, encuentre la
funciéon armdnica conjugada de u(x,y).

3. Exprese f en términos de z, es decir, f(2).
En los tres casos, considere que

a) u(xy)=2x(l-y)
b) u(x,y)=x*—y*—2xy —2x + 3y
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Si suponemos que las derivadas parciales de primer orden de Uy de V con respecto a X e y existen
en una vecindad no nula de zy y que son continuas en dicho punto, entonces las derivadas parciales con
respecto a r y ftienes esas propiedades; asi que

u_ouox oudy . ou_oudx, oudy
or oxor oy or 00 ox 00 &y o0

es decir

u, =u, cos@+u, sine (3.15)

u,=r (—uX sin@+U, cos 49) (3.16)
Similarmente, para la componente imaginaria v, se tiene

V, =V, cos@+V, sin 6 (3.17)

V, =1 (v, sinf+v, cos6) (3.18)

Si a continuacién retomamos las ecuaciones (3.13) y (3.14)

u,=v, (3.13)
v, =—Uy (3.14)
podemos escribir a (3.17) y (3.18) como
V, =—U, cos&+U,sin & (3.19)
y
Y, = r(uy sin@+u, cosé’) (3.20)

Usando las ecuaciones (3.19) y(3.15) en las ecuaciones (3.16) y (3.20), tenemos

u, =—|’(—uy cos@+u, sinQ):—r(vr) (3.16)

v, =r(u,sinf+u, cosd)=r(u,) (3.20)

Con lo anterior, las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.13) y (3.14) en coordenadas polares se
reescriben como

Vr(roago)z_rlue(roaeo) (3.21)

0

ur(ro,eo)zrlvg(roﬁo) (3.22)

0
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Si ahora consideramos la trayectoria vertical (Ax = 0) tenemos que el cociente AW/Az es

M:M: |:U(X0, y0+Ay) _U(Xo’ yo):|+i|:V(X0, YO+Ay) _V(X()’ yo):'

Az 1Ay iAy
6
Aw _[VO4: Yo +AY) =V (% ¥) =i U0: Yo +AY) —u(%,.%, )]
Az Ay
con lo que
V(X,, Y, +AY) —V(X,,
lim Re[Mj=lim[[ (%Yo +4y) —v(%, yO)]J
(AX,Ay)—(0,0) AZ Ay—0 Ay
es decir
AW\ ov
(Ax,A;)rE(o,O) e( Azj 8y( O’yO) y( 0°y0) (3.10)
y
—| u(Xg, Ay) —Uu(X,,
lim Im(szlim{ [U0G Yo+ AY) —u(X, Vo)]J
(AX.A)—(0.0) Az | A0 Ay
es decir
Aw ou
l. I —— = = X — X
(AX,A)})IE(O,O) m( AZ) 8y( Oﬂyo) uy( O»YO) (3.11)

Usando las expresiones (3.10).y (3.11), ahora la expresion para la derivada dada por (3.6), se
escribe como

f'(z0) =V, (X Yo) —1U, (X5, ¥p) (3.12)

Las expresiones (3.9) y(3.12) no sélo nos proporcionan una forma de escribir la derivada de f en
Zo en términos de las derivadas parciales de las funciones componentes U y Vv, sino que también nos dan
dos condiciones necesarias'para la existencia de f *(2o).

lgualando las'ecuaciones (3.9) y (3.12) tenemos que
£(z0) = U, (X, Yo) +1V, (X, Vo) =V (%, Vo) =1L, (X, V)
lo que lleva (igualando partes real e imaginaria de ambos lados) a las dos ecuaciones siguientes.
U, (%> Yo) =V, (X5 Yo) (3.13)

Vx(xov yO)Z—Uy(XO, y()) (314)

Este par de ecuaciones (3.13) y (3.14) son las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, llamadas asi en honor del
francés Augustin Louis Cauchy y del aleman Georg Friederich Bernhard Riemann.
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Ejercicios:
1. Usando la definicion de derivada calcule f ’(z) para
a. f(z)=17"-27"+6iz
b. f(z)=5/2%
c. f@=@z-4i)/(@z+).
2. Usando las reglas de diferenciacién enunciadas anteriormente, verifique sus resultados.
3. Encuentre la derivada f ’(z) y evallela en el punto z, dado, considerando que
a. f@)=7*+5iz+3—i;20=6—-1.
b. f(z)=(z>+2iz)/(z—-1i);20=4+2i.

c. f(z)=sen(Z*+3iz); 20 = im.

c).- Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann son dos ecuaciones que deben satisfacerse en zo para

que la derivada de una funcidn f exista en zo.

Que las ecuaciones de Cauchy-Riemann seccumplan es una condicion necesaria pero no suficiente

para la existencia de f *(2).

Partiendo de que la funcidn f (z).se puede separar en sus componentes real e imaginaria, tal que

f(2) =H(x.y) = ulky) + i v(x.y)
y considerando que
Zo=Xo+iYyo con Az=AX+iAy
podemos escribir
Aw = f(zo + Az) — f(20)

es decir

AW = [U(Xo + AX, Yo + AY) - U(Xo, Yo)] + i [V(Xo + AX, Yo + AY) - V(Xo, Yo)].

Por otro lado, la derivada f ’(zo)
v AW
F(z,) = lim

se puede escribir como

f(z)= lim Re(Mjﬂ lim Im[Mj
(Ax,Ay)—>(0,0) Az (Ax,Ay)—>(0,0) Az
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Imz Imw

Rez Rew

En la ecuacion (3.2) es evidente que, sin pérdida de generalidad; podemos eliminar el subindice 0O,
y escribir

f(z+Az)- f(2)

f'(2) = lim ~ (33)
6
£(2) = lim AW _ W
Az—0 AZ dz

donde Aw denota el cambio en el valor w = f(z) correspondientea un cambio Az en el punto en el que se
evaldaf.

Ejemplos:

1. Considere una funcién f dada por f(z) = 22> +z- i. Use la definicién para mostrar que la derivada
de la funcion f esta dadaspor f *(z) = 62+ 1.

2. Para lafuncién g(z).= 37 - 2iz+38, (a) muestre que g’(2) = 6z - 2i; y (b) calcule g’(5 - 2i).
3. Demuestre la Regla de L’Hopital, la cual establece que “si f(z) y g(z) son analiticas en zy y ademas
f(z0) = 9(20) =0, perocon g’(zo) # 0, se cumple que
@) _ f'(zo)
=n g(2)  9'(z,)

b).- Reglas de diferenciacion.

Suponga que f(z), g(z) y h(z) son funciones analiticas de z, entonces son validas las siguientes reglas
de diferenciacién.

d _di(@), dg(») _ ¢, \

1. OIZ[f(z)ig(z)]— W T m f(2)£g9'(2)-

2. i[cf (2)]=c df (2) =cf '(z), donde C es una constante.
dz dz
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Seccion 2d:

13.- Use los teoremas sobre limites al infinito para mostrar que

. 4z
@ ey =
. 1
(0) i G =
2
(c) lim 24— .
z—oo z—1

14.- Con la ayuda de los teoremas sobre limites al infinito, muestre que cuando

conad — bc #+ 0, se cumple que

(@) lim T(z) = oo,sic = 0;
Z—00

(b) lim T(z) =2y lim T(z) = oo,sic # 0.
z—00 ¢ z--d/c

. z3-3z+2
15.- Demuestre que lim ———— =
7—00 Z4+2z2-32+5
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Finalmente, con las ideas desarrolladas anteriormente, resulta valido establecer que si zo y Wy son
puntos en los planos complejos z y W, respectivamente, entonces

i. lim f(z) =0, siy solo si limLzo
-7, -7, f(Z)

. . 1
i lim f(2)=w,, siy sélo si lim f (—j =W,

70 z—0 Z

71—

iii. lim f (Z) =0, siy s6lo si lzl_l;lz)lm =

Ejercicios sugeridos.
Seccion 2a:
1.- Escribe la funcién f(z) = z3 + z + 1 enlaforma f(2) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y).
RESPUESTA: f(x,y) = (x3 —3xy? + x + 1) + i(3x%y — y> + ).
2.- Suponga que f(z) = f(x,y) = x? —y? — 2y + i(2x — 2xy), donde z = x + iy. Use las expresiones

*

z+z* z—z

2 y Y=

X =
para escribir f(z) en términos de z, y simplifique el resultado.
RESPUESTA. f(2) = z** + 2iz.

3.- Escriba la funcién f(z) = z + i con(z #0)enlaforma f(z) = f(r,0) = u(r,0) + iv(r,0).

RESPUESTA. £(2) = f(r, 6) = (r + %) cos 0 + i (r - %) sin .

4.- Separe cada una de las siguientes funciones f(z) en sus componentes real e imaginaria, es decir,
encuentre u(x,y) yv(x,y) tales que f(z) = u + iv.

(@) f(2) = 2z% —3iz;
(b) f(z)=z+1/z
(0 f(2) =15

1+2’
(d) f(2) =zY%
(e) f(z) =z+ z? + 5i.

36



Limite absoluto
Otro resultado de aplicar la definicidn de limite establece que si

lim f(z) =w,

-7,
entonces

tim| 1 2) =

d).- Limites y el punto al infinito.

Plano complejo extendido

Hasta el momento el plano complejo, como lo hemos visto, no tiene claramente definido el
infinito.

Sin embargo, en muchas situaciones es necesario considerar un punto al infinito; cuando esto
ocurre, y el plano complejo incluye al infinito, hablamos del plano complejo extendido.

En el caso de variables reales, el infinito consta de dos puntos ubicados en los extremos negativo
y positivo del eje real, en ambos casos el valor absoluto es el mismo: infinito. Para el caso de los nimeros
complejos, si queremos extender la idea nos encontramos con un problema, ya que existe un niumero
infinito de nimeros complejos z tales que su médulo (el analogo al valor absoluto) es infinito, para evitar
esta situacion trataremos con el llamado punto al infinito.

Para visualizar este punto al infinito se utiliza la siguiente idea.

Consideremos que el plano
complejo pasa por el ecuador de una
esfera unitaria centrada en el origen
0, tal como se muestra.

A cada punto z del plano le
corresponde ‘un punto P en la
superficie de la esfera.

El punto P se determina por
la interseccién de la recta que va del
polo norte N al punto z sobre el
plano.
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Si

Iim u(z)=u
Y)0%.Y0) (@)=

y
lim v(2)=V,
(XY= (%-Y0) @)=Y,
con lo que
W, =U, +1V,
Teoremas utiles sobre limites
Supongamos que
lim f(z)=A y limg(z)=B
77, =7
entonces
i lim[f(2)+9(2)]=A+B (Suma de limites)
i.  lim[f(2)g(z)]=AB (Producto de limites)
-7,

ii.  lim {M} = é, siempre que B=0 (Cociente de limites)
77, g(z) B

Continuidad de una funcion

La condicidén de continuidad para una funcién de variable compleja w = f(z), en analogia con el
caso de funciones reales, se enuncia de la siguiente manera.

Definicion. La funcion f(z) es continua en el punto 2, si se cumple que

lim f(2)=f(z,)

lo que implica que lim f (Z) existe, y que f(zo) también existe.
-7,

Funcion polinomial P,(2)

Las ideas anteriormente desarrolladas nos permiten concluir que una funcién polinomial Pn(z) es
continua para todo z, donde Pn(2) esta definido como

Pn(z) = anz" + an1z™' + an2z™ +.. .+ aiz + ao

donde n es un entero positivo.
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Mientras que para f(z) =1/ (z + 1), los segmentos considerados previamente, nos llevan a

Tows (2t1+1)’0J

A t
t2+9)’(t2+9)

O -1
(3-2t)" +1°(3-2t)" +1

° 1 t-1
W= 2 2
1+(1-t)" 1+(1-t)

—

Este mapeo se muestra en la figura siguiente.

0.1 T T T T
1/(2*t+1), 0 ——
3/(tF*2+49),/(t**249) ——
(3-2%0)/((3-21)**2+1),-1/((3-2*0)**2+1) ——
ol . TG 2+ {t 1]f([1|'ti*-*2+13 T
II
|
-0.1 / |
||l|
/I
-0.2 | / ]
-0.3 -
-0.4 .
—
____'__.—/
-05 | — =
0.6 ] 1 1 ]
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

c).- Limite y continuidad de una funcién.

Para introducir los conceptos de limite y continuidad de una funcién vamos a considerar que la
funcidn f(z) esta definida en un dominio D y que z es un punto de D.

A continuacidn, vamos a ver que el limite y la continuidad de la funcion f(z) se definen de la misma
manera que en el caso de variable real.
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Mientras que en la figura siguiente se muestran las gréficas correspondientes al segmento de recta

en el plano z y su mapeo en el plano w, para la funcién f(z) = z°.

T
t+1, 2-t

: 1,2 x
5 63, 4+2%-2%1%*2 E
: -34 O

Ejercicios.

1.

Para el segmento de recta que va del punto z; =X, + iy, al punto z; = X, + iy, encuentre el mapeo de
dicho segmento bajo las siguientes transformaciones:

a) f@=¢e5y

b) fz)=1/@z+1).

2. Usando los resultados del problema anterior, bosqueje la region del plano w en la que se mapea el
rectangulo con vértices en (0,0), (2,0), (2,1) y (0,1) del plano z.
Solucion.
1. Paraeste problema, la expresién que parametriza al segmento de recta es
Z(t) N ((Xz - Xl)t + X1) + I((yz — y1)t + Y1), con0<t<l1
por lo que las expresiones para el mapeo en el plano w son
w=f(2)=e""(cos[y(®)]+isin[y(t)])
y
X(t)+1 t
w=f@)=| — O L
(x(®)+1)" +(y@®)) (x(®)+1) +(y(®))
2. Eneste caso, lo segmentos son

e De (0,0)a(2,0): X(t) = 2t, y(t) = 0.
e De(2,0)a(2,1): x(t)=2, y(t) =t.

e De(2,1)a(0,1): x(t)=2 - 2t, y(t)= 1.
e De(0,1)a(0,0):x(t)=0,y(t)=1-t.
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Reflexion

Un caso particular de mapeo corresponde a la reflexion del nimero complejo z, con respecto al
eje real, el cual estd dado por la funcién

f(z) =z* (2.7)

es decir, la funcidn que asigna a un nimero z su complejo tiasid
conjugado representa una reflexion en el eje real; mientras
que la funcion

f@)=-2* (2.8) =L z=(x))

la cual asigna a un numero z el inverso aditivo de su [ S 4]
complejo conjugado, representa una reflexion en el eje L3 A
imaginario. - - >

Lo mencionado anteriormente puede visualizarse N
en la figura adjunta. 72

z¥=(x, -y)

Ejercicio. Represente el mapeo correspondiente a la funcidn f(z) = z* + 4i para el segmento que va del
origen al puntoz =3 - 5i.

Inversion
Antes de concluir con esta parte del curso, vamos a considerar la funcién f(z) dada por
w=fz)=1/z (2.9)
De nueva cuenta, retomamos la representacion polar de los nimeros complejos Wy z
w=pe'yz=re?

para escribir la expresién (2.9) como

pe = % _Lgw
re
de donde vemos que
p=1/r
y
p=-0

La primera de las dos ultimas expresiones muestra claramente la inversidn, el interior de un circulo
se mapea en el exterior y el exterior en el interior; mientras que la segunda de ellas muestra que el dngulo
se invierte, tal como ocurre con el complejo conjugado.
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Mientras que g(z) = z + 2 -2i traslada al segmento de recta que une los puntos z; = -1 +4iy z, =4 + 2i tal

como se muestra.

Im:z Imw
N N

Rotacion

Para analizar la rotacién es conveniente retomar la Imz 4
representacion exponencial del nimero complejo z, a saber

z=re'
Tal como se puede inferir de la figura, rotar al nimero z un 7] I
angulo & es equivalente a sumar & al argumento de z. N
Con lo anterior, podemos afirmar que la funcién | 2>
w = f(z) = ze'® (2.5) 0

i
(8]
o
=

corresponde a una transformacién o mapeo que representa una
rotacion pura del eje de coordenadas, es decir, que rota los ejes
real e imaginario un angulo 6.

Si a continuacion consideramos el producto
W =22
podemos usar la siguiente representacion polar de dichos niumeros
w=pe' z=re%y 79 =rpe'®
para tener
pel? = (rel%)(roe'®)
de donde vemos que

P =TIl

=0+ 6

v

Aqui vemos que han ocurrido dos cosas: por una parte, el médulo de z se ha modificado por un factor ry;
y por otra parte, el dngulo se ha incrementado una constante &, tal como se muestra en la figura.
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Imz Imw
A A

Para representar
graficamente esta
asignacion o mapeo, se ¥
requieren 2 planos ! 3
complejos: el plano zy el 2 \
plano w, tal como se
muestra en la figura anexa.

Dado que Z y W son nimeros complejos, relacionados por la funcién f, es posible escribir
w = f(2)
u+iv="f(x +iy)
donde hemos considerado que

W=u-+Iiv

Z=X+1iy.
Lo anterior permite expresar a la funcién de variable compleja f(z) como la suma
f@) =f(x, y) = u(x, y) +iv(x, y) (2.2)

cuando usamos la representacidon rectangular; mientras que en la representacion exponencial podemos
escribir

f(z) =f(r, O)=u(r, &) +iv(r, ) (2.3)
donde se ha considerado que

z=re'’

Ejemplo. Encuentre las partes real e imaginaria de la funcién f(z) = 22> - 8z y expréselas en forma
rectangular [U(X, ) y V(X, ¥)] y forma exponencial [u(r, 8) y v(r, &)].

Ejercicios. Encuentre las partes real e imaginaria de las funciones indicadas y expréselas en representacién
rectangular (U(X, Y) y V(X, ¥)) y representacidn exponencial (u(r, 8) y v(r, 6)).

1. f(z)=zz*

2. fo)=1/z

3. f(@)=Qz-8)/(*+1)

Si al realizar esta separacion, en cualquiera de sus representaciones, resulta que la funcion v es
siempre cero, entonces decimos que la funcién f(z) es una funcidn real de variable compleja. Un ejemplo
de tales funciones es la primera de las listadas en el ejercicio previo, f(z) = zz*.
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+VA exp (i %)

donde A =Va? + 1ya = Arg(a + i).

(b) Con la ayuda de las identidades trigonométricas

2 (@ 1+cosa .2 (a 1-cosa
COS“ \z ) =———ysmm" \7) =
2 2 2 2

muestre que las raices cuadradas obtenidas en la parte (a) se pueden escribir como

1 .
iﬁ(\/A+a+l\/A—a)

24. Encuentre los cuatro ceros (raices) del polinomio z* + 4, siendo uno de ellos
zo =V2e™* =1+
Luego use estos ceros para factorizar z* + 4 en factores cuadraticos con coeficientes reales.
RESPUESTA: (z2 + 2z + 2)(z% — 2z + 2).

25. Encuentre cada una de las raices indicadas, localicelas graficamente e identifique a la raiz principal.

(@ (2v3-20)"%

(b) (—4 + 4i)Y/5;

© (2+2v31)";
(d) (=160Y%;
(e) (69)"°;
(f @3
26. Encuentre todas las raices indicadas, localicelas en el plano complejo e identifique a la raiz principal.
(a) Raiz clbica de §;
(b) Raiz cuadrada de 4+/2 + 4+/2i;
(c) Raiz quinta de =16 + 16V/3i;
(d) Raiz sexta de —27i.
27. Encuentre las raices cuadradas de (a) 5 — 12, (b) 8 + 4+/5i.

RESPUESTA: (a) 3 — 2i, =3 + 2i; (b) V10 + v2i, —V10 — V/2i.

Seccién 1f:
28. Bosqueje los siguientes conjuntos y determine cudles son dominios:
(@ |lz—2+il<1;

(b) |2z + 3| > 4;
18



(@ lz—1+il=1;
(b) lz+i] <3;
() 13z—5+i|>6;
(d) |2z —4i| = 7.
11. Use las propiedades de conjugados y mdédulos para mostrar que
(@) z+31=z-3i;
(b) 1z =-iz;
() @+1)%=3-4i
(d) |2z+5)(V2—i)| =V3l2z+5I.
12. Bosqueje el conjunto de puntos determinados por la condicidon
(a) Re(z—1i)=2;
(b) |2z +i| = 4.
13. Pruebe que
(a) zesrealsiysodlosiz =z
(b) z esya sea real o imaginario puro siy sélo si Z% = z2.
14. Usando las expresiones
z-Z

Z+7
Rez=—¢e Imz=——
2 20

muestre que la hipérbola x? — y? = 1 se puede escribir como z% + 72 = 2.

Seccion 1d:

15. Encuentre el argumento principal Arg z cuando

i

(@) z= n

—2-2i
(b) z=H3-1i)".
RESPUESTA. (a) —37/4; (b) 7.
16. Use la fdrmula de Moivre para derivar las siguientes identidades trigonométricas:
(@) cos36 = cos® 6@ — 3 cos 6 sin?6;

(b) sin36 = 3sinf cos? O —sin3 6.

T w i T
3 use el desarrollo de e 12 para evaluar cotE.

17. Considerando que =
12 3

RESPUESTA. 2 + /3.
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Si consideramos un ejemplo similar al anterior, pero definido por |z| < 1 se tendrd un conjunto
cerrado.

Definicion. Un conjunto abierto es conexo si para cualquier par de
puntos z; y Z; pertenecientes a dicho conjunto estos se pueden unir por
una linea poligonal que esté completamente contenida en el conjunto.

Si no satisface esta condicidn, entonces se dice que es un conjunto no
conexo.

Definicion. Un conjunto con estas caracteristicas: abierto y conexo, se llama dominio y si incluye a todos
los puntos frontera se llama regidn.

Definicion. Un conjunto S es acotado si todos los puntos de S estan dentro de un circulo de radio finito R,
es decir que todos los puntos z de S satisfagan la relacion
|zZ| <R, en caso contrario serd un conjunto no acotado.

Ejercicios sugeridos.
Secciones 1ay 1b:

1. Verifique que
(@) (V2—1i)—i(1—-+v2i)=-2i
(b) (2,-3)(-2,1) = (-18);
(© GDE-(

2. Muestre que (1 +2)2 =1+ 2z + z2.

11

—) = (2,1).

5”10
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Definicidon. La vecindad o entorno & del nimero complejo z se define como el conjunto de puntos z tales
que

|z-z)|<e
|: - :[)| //‘__‘H\
v N
XN
f c\‘/f.J
|z ot |
Graficamente, el entorno esta formado por el conjunto de \\ -0 ,"
puntos que forman parte del circulo de radio &centrado en S~ 7
Zo dejando fuera a los puntos de la circunferencia, tal como
se muestra en la figura. 0

En ocasiones se tiene que trabajar con entornos en los que se excluye a zy, en tal caso se habla de
un entorno punteado o perforado.

Definicién. Se define como entorno punteado o perforado del nUmero complejo zy al conjunto de nimeros
complejos z tales que

0<|z—2z)|<e

Graficamente, el entorno perforado es similar al anterior, \\ =0 /J
solo que ahora se ha eliminado el punto 2y, tal como  lo S s
muestra el esquema. i

(@]
Continuando con los conceptos que usaremos mas adelante, S

consideremos el siguiente conjunto de nimeros complejos S
para definir tres tipos de puntos: interior, exterior y frontera.
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Ambas ecuaciones son muy utiles en el producto o cociente de dos nimeros complejos, ya que

pueden utilizarse para encontrar uno de los argumentos, conocidos los otros dos.

A continuaciéon vamos a revisar la operacion pendiente: el cdlculo de la raiz de un nimero

complejo.

Para ello vale la pena resolver primero la ecuacién

es decir, encontrar la raiz n-ésima de la unidad.

La ecuacidn anterior se puede escribir como
. n . K
(1z]e”) =™ con k=0,%1,%2,..

es decir
| 7 |n ein& — 1ei2ﬂ'k

(1.16)

Separando la ecuacién anterior en sus partes real e imaginaria podemos escribir las siguientes

igualdades
|z'=1
nd=2zk conk=0,£142,...

de donde

|Z]=1
Yy

PR

n

Con lo que la solucién para la ecuacién (1.16) se puede escribir como

(2] (2k7z) . (Zkﬂj
Z=¢ =COoS| — |+Ism| —
n n

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Para tener soluciones distintas, y recordando que el Argumento de un numero complejo toma valores

entre —ry 7, se debe considerar que

k=0,12,...,n—-1

10
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v
Si ahora consideramos el dngulo como un pardmetro que
toma valores entre 0 y 27, la expresiéon (1.8) se convierte en una "
[
representacién paramétrica de una circunferencia de radio R,

o
centrada en el origen. Conforme el parametro @ se incrementa de \

0= 0a 0= 2r el punto z inicia en el eje real positivo y sigue un 0
recorrido en direccién contrarreloj.

De manera mas general, la circunferencia |z - o =R,
cuyo centro se ubica en Zp y con un radio R, tiene la
representacion paramétrica

z=2,+Re" (1.9)

Con0<0<2rm

e).- Potencias y raices de nimeros complejos.

Considerando simple trigonometria, podemos ver que la exponencial compleja €'’ tiene la
siguiente propiedad para el producto e'%;e'%,.

e =(cos @ +isin @ )(cos; +isind, )
=(cos g, cosd, —sin 6 sin &, )+i(sin 6, cos b, +cos G, sin b, )
=cos(6, +6,)+isin (6, +6,)
es decir

pitaits _ ai(0+0)

Con esto, podemos obtener rdpidamente el producto 2,2, como

2,2, =|z,|€" [2,|€” =|z,||z,|"""* (1.10)
y el cociente /2 como

Z |2|e" 2l e

2, lnle |22|e (1.11)

Un caso particular de este Gltimo resultado es el relacionado con el inverso multiplicativo z' de un

numero complejo no nulo z =|z|e'%; en tal caso se tiene
a1 1] ei_o _ iei(O—e) _ ie
2 [ze” 2| g
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6 =tan™' (Im_zj (1.3)

Rez

6 =tan™ (lj
X

Es importante asentar que cuando z = 0, la representacidn polar no es posible ya que el angulo 6

o simplemente,

gueda indefinido.

Como el calculo del dangulo, al involucrar una funcién tangente, resulta en un niumero infinito de
valores que difieren por multiplos enteros de 2w, se hace necesaria la siguiente definicion.

Definicion. Cada valor de 6, dado por la ecuacion (1.3), se llama argumento de z, y el conjunto de todos
esos valores se denota por arg z. El valor principal de arg z, denotado por Arg z, corresponde al valor del
argumento ubicado entre -ty 7.
Usando esto, podemos escribir
argz=Argz+2nrx
donden=0, £1, £2, £3, ...

Con lo anterior, la representacion polar para el nimero complejo z = X + iy, en su forma mas
general, se escribe como

2= z|[cos(0+2n7)+isin(6+2n7) ] (1.4)
con |z] y @definidos anteriormentey n =0, =1, £2, £3, ...

Si ahora se considera el desarrollo en Series de Taylor para la exponencial, conocida como Férmula
de Euler, a saber

e’ =Cos 0+i Sen 0
podemos escribir al nimero complejo z, dado por la ecuacién (1.1), como
z=|z]e" (1.5)

o en forma mads general como

0+2nr)

z=|z|e" (1.6)

conn=0,=£l,£2,£3, ...,y |z| y Odefinidos previamente.

Vale la pena mencionar que al realizar el calculo del dngulo se debe considerar una correccién en
el valor real de @ con base en la siguiente tabla.



Ejercicio. Dado el nimero complejo z; = x; + iy;, encuentre el nUmero complejo z; tal que 2,2, = 1.

Solucion.
X .y
_ 1 1
z, —i

) 2 2 2
X+, X+,

En este ejemplo, el nimero complejo z; representa el inverso multiplicativo de z,., es decir
— -1
I = (Z])

c).- Vectores y médulos en el plano complejo.

Dada la estructura de los nimeros complejos surge de manera natural la inquietud por una
representacion geométrica de los mismos, para lo cual retomamos ideas de graficacién empleadas
anteriormente que nos permiten definir el plano complejo o z-plano.

El plano complejo o z-plano se forma por la interseccién de los ejes real e imaginario, tal como lo
hacen los ejes X e y de un plano cartesiano.

Con lo anterior, podemos interpretar geométricamente al nimero complejo z como el vector que
va del origen al punto (X, Y).

El vector z se puede escribir como la suma de las

Im = 4 . . .
componentes real e imaginaria, a saber

Z=X+1iy
¥ =y gue corresponde a la representacién rectangular
de un niumero complejo.
En
x M . ., . ,

e La interpretacién vectorial de un numero

4 > complejo es especialmente util para extender el

x Rez  concepto de valor absoluto de niumeros reales al

plano complejo.

Definicion. El mddulo o valor absoluto de un
nimero complejo z = X + iy se define como el
numero real no negativo ,/x2 +y’ ysedenota por
|z|, es decir

|z]=x* +y’

Geométricamente, el numero |z| es la distancia entre el punto (X, Y) y el origen, o la longitud del
radio vector que representa a z. Se reduce al conocido valor absoluto que se tiene en el conjunto de los
reales, cuandoy = 0.

Es importante notar que la desigualdad z; <z, carece de sentido, a menos que Z; y Z; sean reales;
sin embargo, la desigualdad |z1|<|z,| significa que el punto z; estd mas cerca al origen que lo que el punto
2> lo esta.

Cuando z; =X; +iy1 Yy Zo =X + iy2, la suma

Z= (Xl +X2)+i(y1 + yz)



Igualdad de nimeros complejos

Dos numeros complejos z1= (X1, Y1) Y Z2= (X2, ¥2) seran iguales siempre y cuando tengan las mismas
partes reales y las mismas partes imaginarias, es decir

X1=X2 e Yi=YVYa.

Lo que significa que z; y Z; corresponden al mismo punto en el plano complejo.

Es importante mencionar que en los nimeros complejos no existe una relacién de orden, es decir,
las conocidas relaciones de orden que se usan en el caso de los nimeros reales no son aplicables. Por
ejemplo, usando numeros reales podemos afirmar que 3 < 8 6 que 11 > -4, pero al emplear nimeros
complejos no tiene sentido afirmar que 3 +i <4 + 2i.

b).- Sumas y productos de nimeros complejos.

Para construir las operaciones basicas del algebra de los nimeros complejos, como lo son sumar
(o restar) y multiplicar (o dividir), es importante considerar que los nUmeros reales son un subconjunto de
los numeros complejos, de tal forma que muchas de las propiedades ampliamente conocidas de los reales
se extienden a los complejos.

Suma (o resta) de nimeros complejos
Sean dos nimeros complejos z; = X; + Iy y Zo= X, + iy» se define la suma (o resta) de z, y zZ, como
2=127%7, =(X +iy,) £ (X, +1iy,)
es decir
Z= (Xl 2 X2)+ i(yl R yz)

La definicién anterior implica que para sumar (o restar) dos nimeros complejos es suficiente sumar (o
restar) por separado las partes reales e imaginarias de dichos niumeros.

Producto de nimeros complejos

Sean dos nimeros complejos ;= X; + iy, y Zo= X, + iy, se define el producto (o multiplicacion) de
Z1y Z; como

Z=22, = (X +iy, (X, +ly,)

; ; 2
= X1X2 + Xlly2 +Iy|X2 +1 y]y2
es decir

Z=(XX =Y, Y,) +i(%Y, +XY,)

En general, el resultado del producto de dos nimeros complejos definido anteriormente es un
numero complejo; sin embargo, hay un caso particular de producto que aparece en muchos campos de la
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