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1.- Algebra de nimeros complejos.

a) Definicion y representacion geométrica.

b) Sumasy productos de nimeros complejos.

c) Vectoresy moédulos en el plano complejo.

d) Representacion en forma exponencial. Formula de Euler.
e) Potenciasy raices de nimeros complejos.

f) Regiones en el plano complejo (o z-plano).

a).- Definicion y representacidon geométrica.

En cursos previos de Matematicas se han estudiado los numeros complejos, por lo que en esta
parte del curso haremos una revisién de lo ya visto en dichos cursos, partiendo de la definicion de numero
complejo.

Definicion. Un nimero complejo, z, es un nimero que se expresa como Z = X + iy o, de manera
equivalente, z =X + Vi, donde x e y son dos reales cualesquiera. Se conoce a i como la unidad imaginaria,
tal que i?=—1.

El nimero complejo z se puede representar como pares ordenados (X, y) de nimeros reales, tal
que

, 2= (x,y)

los cuales pueden interpretarse como puntos en el
oz=(x,)

e

plano complejo, con coordenadas rectangulares X e
y; de manera andloga a la representacion de los
reales X como puntos sobre el eje real.

o= (U 1) Por lo anterior, se denotara con X = Re z, a la parte
° real del ndmero z; y con 'y = Im z, a la parte
@] x=(x,0) X imaginaria de z.

Los nimeros complejos de la forma z = x + i0 se denominan reales puros o, simplemente, reales;
y los nimeros complejos de la forma z = 0 + iy se denominan imaginarios puros.



Igualdad de nimeros complejos

Dos nimeros complejos z1 = (X1, Y1) Y Z2= (X2, Y2) seran iguales siempre y cuando tengan las mismas
partes reales y las mismas partes imaginarias, es decir

X1=X2 e Yi=Ya.

Lo que significa que z1 y Z2 corresponden al mismo punto en el plano complejo.

Es importante mencionar que en los nimeros complejos no existe una relacion de orden, es decir,
las conocidas relaciones de orden que se usan en el caso de los nimeros reales no son aplicables. Por
ejemplo, usando numeros reales podemos afirmar que 3 < 8 6 que 11 > -4, pero al emplear nimeros
complejos no tiene sentido afirmar que 3 +i <4 + 2i.

b).- Sumas y productos de nimeros complejos.

Para construir las operaciones basicas del algebra de los nimeros complejos, como lo son sumar
(o restar) y multiplicar (o dividir), es importante considerar que los nimeros reales son un subconjunto de
los numeros complejos, de tal forma que muchas de las propiedades ampliamente conocidas de los reales
se extienden a los complejos.

Suma (o resta) de nimeros complejos
Sean dos nimeros complejos z1 = X1 + iy1 y Zo = X2 + iy2 se define la suma (o resta) de z1 y Z; como
2=2,%7, = (% +iy;) £(X, +iy,)
es decir
Z= (Xiixz)"'i(yli yz)

La definicién anterior implica que para sumar (o restar) dos nimeros complejos es suficiente sumar (o
restar) por separado las partes reales e imaginarias de dichos niumeros.

Producto de nimeros complejos

Sean dos nimeros complejos 21 = X1 + i1y Zo = X2 + iy2 se define el producto (o multiplicacion) de
Z1y Zp cOMO

1=1717,= (X1 + iyl)(XZ + iyz)
Z = XX, + XY, +iy,X, +i%y,y,
es decir

Z= (X1X2 - y1y2) + i(XZyl + X1y2)

En general, el resultado del producto de dos nimeros complejos definido anteriormente es un
numero complejo; sin embargo, hay un caso particular de producto que aparece en muchos campos de la



fisica cuando requerimos tener cantidades que representen magnitudes reales (medibles) a partir de
cantidades complejas.

Para ello se define el complejo conjugado de un nimero complejo z, de la siguiente manera.

Sea un numero complejo z= X+ iy, se define su
complejo conjugado z* como Im z 4

Z*=X—1ly

El nimero complejo z* se representa por el punto (X,
-y), el cual es la reflexion en el eje real del punto (X, y)
que representa a z, tal como se muestra en la figura
anexa.

Con la definicién anterior, se tiene que
2*z7=(x+iy)(x—1y)

es decir

Z*Z =32+ y?

Lo que significa que el producto de un nimero complejo
Z por su complejo conjugado z* resulta siempre en una cantidad real.

Divisién de niumeros complejos

Sean dos nimeros complejos z1 = X1+ Iy1 y Z2 = X2 + iy2 (con Z2 # 0) se define la divisidn (o cociente)
de z1y Z2 como

Z, X iy,

z=—1=—"1—
ZZ X2+Iy2

Para poder realizar la operaciéon anterior, se hace uso del anteriormente definido complejo conjugado; en
este caso, se multiplican el numerador y el denominador por el complejo conjugado del denominador, a

saber
Z:i[Z_Z]: X1+iy1(xz_iy2j
Zz Zz Xz"'iyz Xz_iyz
es decir
R (X1+iY1)(X2_iy2)
Z, Xs + Y5
de donde

_ (X1X2 + ylyz) +i (X2y1 _X1Y2)

VA
2 2 2 2
X; + Y, X; + Y,




Ejercicio. Dado el nimero complejo z; = X1 + iy1, encuentre el nUmero complejo z; tal que 712, = 1.

Solucion.
X W
A G

Z,

En este ejemplo, el nimero complejo z; representa el inverso multiplicativo de z;., es decir
— -1
I = (Zl)

c).- Vectores y médulos en el plano complejo.

Dada la estructura de los nimeros complejos surge de manera natural la inquietud por una
representacion geométrica de los mismos, para lo cual retomamos ideas de graficacién empleadas
anteriormente que nos permiten definir el plano complejo o z-plano.

El plano complejo o z-plano se forma por la interseccién de los ejes real e imaginario, tal como lo
hacen los ejes X e y de un plano cartesiano.

Con lo anterior, podemos interpretar geométricamente al nimero complejo z como el vector que
va del origen al punto (X, ).

El vector z se puede escribir como la suma de las

Im = 4 . . .
componentes real e imaginaria, a saber
Z=X+1iy

N =) gue corresponde a la representacién rectangular
de un nimero complejo.

W

T La interpretacién vectorial de un numero

complejo es especialmente util para extender el

x Re:z  concepto de valor absoluto de nimeros reales al
plano complejo.

o
A

Definicion. EIl mddulo o valor absoluto de un
nimero complejo z = X + iy se define como el

numero real no negativo ,/xz +y® yse denota por
|z|, es decir

|z|=X* +y?

Geométricamente, el nimero |z| es la distancia entre el punto (X, y) y el origen, o la longitud del
radio vector que representa a z. Se reduce al conocido valor absoluto que se tiene en el conjunto de los
reales, cuandoy = 0.

Es importante notar que la desigualdad z; < z; carece de sentido, a menos que Z1 y Zz sean reales;
sin embargo, la desigualdad |z1|<|z;| significa que el punto z; esta més cerca al origen que lo que el punto
2o lo esta.

Cuando z; = X1 +iy1y Z2 = X2 + iy, la suma

Z:(X1+X2)+i(y1+y2)



corresponde al punto (X1+Xz, Y1tY2), el cual representa el punto final del vector suma, tal como se muestra

en la figura.

Im z 4

Yo —
I\JN
VY
4HN 3
J, — i i
N EAS | !
—7 >
Y Y Re
X, X,

Usando esta interpretacion geométrica para
un numero complejo cualquiera, es evidente la
validez de la llamada desigualdad del triangulo que se
escribe, en este caso, como

|2, +2,| <|z|+|2,]

En este caso, |21 + Z2| representa el mddulo
del nimero complejo que resulta de la suma de z1 y
22, y cuyos modulos son |z1] y |Z2], respectivamente.

d).- Representacidon en forma exponencial. Formula de Euler.

Imza

(X, »)

A 4

Re:z

Como vimos anteriormente, se puede representar
un numero complejo (no nulo) en el z-plano como un
vector, por lo que suena légico retomar las
representaciones empleadas en el estudio de vectores
en dos dimensiones.

En este caso, usando coordenadas polares,
podemos escribir

x=Rez=|z|Cos 0
y=Imz=|z|Sen 4

Con lo que podemos representar al nimero complejo
Z =X+ iy con la expresidn

donde |z| es el mddulo del nimero complejo z y esta dado por

2= z|(cos@+ising) (1.1)
|| = (Rez)* +(Imz) , (1.2)

mientras que el angulo 8, medido en radianes, esta dado por

5



9=tan‘1(|m—z) (1.3)

f=tan™ (lj
X

Es importante asentar que cuando z = 0, la representacidn polar no es posible ya que el angulo 6

o simplemente,

gueda indefinido.

Como el calculo del angulo, al involucrar una funcién tangente, resulta en un numero infinito de
valores que difieren por multiplos enteros de 2r, se hace necesaria la siguiente definicion.

Definicion. Cada valor de 6, dado por la ecuacion (1.3), se llama argumento de z, y el conjunto de todos
esos valores se denota por arg z. El valor principal de arg z, denotado por Arg z, corresponde al valor del
argumento ubicado entre -ty 7.
Usando esto, podemos escribir
argz=Argz+2nr
donden=0, %1, 2, 3, ...

Con lo anterior, la representacion polar para el nimero complejo z = X + iy, en su forma mas
general, se escribe como

z=z|[cos(0+2nz)+isin(6+2nz) ]| (1.4)
con |z| y @definidos anteriormenteyn =0, +1, £2, £3, ...

Si ahora se considera el desarrollo en Series de Taylor para la exponencial, conocida como Férmula
de Euler, a saber

e’ =Cos @+i Sen 0
podemos escribir al nimero complejo z, dado por la ecuacién (1.1), como
z=|z|e" (1.5)

o en forma mds general como

6+2nr)

z=|z|e" (1.6)

conn=0, %1, £2, 43, ...,y |z| y Odefinidos previamente.

Vale la pena mencionar que al realizar el calculo del dngulo se debe considerar una correccién en
el valor real de & con base en la siguiente tabla.



Valoresde Rezelmz Ubicacién de z Valor real del angulo

SiRez>0elmz>0 Primer cuadrante f=tan™ (%j
SiRez<0 Segundo y tercer cuadrantes 6 =tan™ (%j +7
SiRez>0elmz<0 Cuarto cuadrante 6 =tan™ [¥j+27r

Ejemplo. Analiceargzy Argzparazi =i,22=-1yzz=-1-1.
Solucion.

argz1 = 2 + 2nrx,arg 2, = 7+ 2nm, arg z3 = 544 + 2nz.

Arg z: = 2, Arg 2, = 7, Arg 23 = -374.

Ejercicio. Muestre que arg(z1z2) = arg(zu) + arg(z2)

La ecuacion (1.5) se conoce como representacion exponencial del nimero complejo z y es muy util
porque permite simplificar los cdlculos al hacer uso de las propiedadesinherentes a la funcidn exponencial.

En esta representacion, el complejo conjugado z* esta dado por

z*=|z[e™ (1.7)

La igualdad de dos nimeros complejos z1 y Z; en representacién polar (o exponencial) ocurre si
|21 = |z2|

G=6+2nx
conn=0,%1, 2 3, ...
La primera condicion esta relacionada con la igualdad de los médulos, mientras que la segunda
condicidn toma en cuenta la multiplicidad de los valores angulares.

Antes de pasar a ver la ultima operacién aritmética pendiente: la potenciacidn, veamos un ultimo
aspecto (por el momento) de la representacién exponencial, la generacion de regiones circulares en el
plano complejo.

Si uno retoma la representacion exponencial (o polar) de un nimero complejo tenemos

z=z|e"
a continuacion podemos llamar |z| = R para tener

z =Re" (1.8)



Si ahora consideramos el dngulo como un pardmetro que

toma valores entre 0 y 27, la expresion (1.8) se convierte en una "
et

representacion paramétrica de una circunferencia de radio R,

6
centrada en el origen. Conforme el parametro @ se incrementa de \
0 X

0 =0a 0= 2x el punto z inicia en el eje real positivo y sigue un
recorrido en direccién contrarreloj.

y

Ret® . . .
0 De manera mas general, la circunferencia |z - zo| = R,

z . . .
cuyo centro se ubica en Zp y con un radio R, tiene la

representacion paramétrica
O X Z=12y+ Re" (1.9)
Con0<@<2nx

e).- Potencias y raices de numeros complejos.

Considerando simple trigonometria, podemos ver que la exponencial compleja €'’ tiene la
siguiente propiedad para el producto e'%e'%,.

e*e'” =(cos, +isin g, )(cos 6, +ising,)
=(cos g, cosd, —sin 6, sinb,)+i(sin 6, cos b, +cosg;sin b, )
=cos(6, +6,)+isin(6,+6,)
es decir

eigl eiez — ei(91+'92)

Con esto, podemos obtener rdpidamente el producto 21z, como

2,2, =|z,|€" |z,|€” =|z,||z,|e"*"* (1.10)
y el cociente z1/2, como

Z |Zl|e'-91 _ mei(afﬁz) (1.11)

2, |nle™ |z

Un caso particular de este ultimo resultado es el relacionado con el inverso multiplicativo z* de un
nimero complejo no nulo z = |z|e'% en tal caso se tiene
i0
a2 1 |1|e 1 oo _1
2 |7 || i

-0

8



Retomando la ecuacidn (1.5) podemos escribir una expresion para la potencia n-ésima de z, z", de
la siguiente forma
N
2" =(|z|e")
es decir
in@

"= z|"e (1.12)

paran=0, 1, +2, +3, ...

Desarrollando la exponencial compleja en senos y cosenos, podemos escribir la expresion (1.12)
como

2" z|" (cosn@+isennd) (1.13)

Las ecuaciones (1.12) y (1.13) son equivalentes y nos dan la forma mas sencilla de calcular la
potencia n-ésima de un numero complejo z, con la Unica condicién de que este debe estar escrito
previamente en forma exponencial.

Ejemplos. Usando el desarrollo del binomio vy, por otro lado, la representacion exponencial calcule lo
expresado y compruebe que se obtiene el mismo resultado.

1. (2 + 3
2. (5-6i)

Antes de continuar con el cdlculo de la raiz n-ésima de un nimero complejo veamos la utilidad de
la representacion exponencial para encontrar relaciones para los argumentos de productos y cocientes.
Si retomamos la ecuacion (1.10)

2,2, =|z,]e*|z,|e” =|z||z,|e""*
vemos inmediatamente que

arg(z,z,)=arg(z)+arg(z,) (1.14)

Lo anterior permite ilustrar el producto de dos nimeros
complejos tal como se muestra en la figura siguiente.

De manera similar, podemos retomar la ecuacién (1.11)
i6;

o |Zl|e‘ :M i(6-6;)
z, |z,]e" |z,]
de donde vemos que
arg(i—ljzarg(zl)—arg(zz) (1.15)
2



Ambas ecuaciones son muy Utiles en el producto o cociente de dos nimeros complejos, ya que

pueden utilizarse para encontrar uno de los argumentos, conocidos los otros dos.

A continuaciéon vamos a revisar la operacion pendiente: el célculo de la raiz de un nimero

complejo.

Para ello vale la pena resolver primero la ecuacién

2" =1

es decir, encontrar la raiz n-ésima de la unidad.

La ecuacidn anterior se puede escribir como

(| | e‘g)n =) con k=0,+142,...

(1.16)

(1.17)

es decir

1z gin? _ 1gi27k

Separando la ecuacién anterior en sus partes real e imaginaria podemos escribir las siguientes
igualdades
|z'=1
nd=2zk conk=0,£142,...

de donde

|z]=1
Yy

PR

n

Con lo que la solucién para la ecuacién (1.16) se puede escribir como

(2] (zkﬁj . (zkﬁj
Z=¢€ =COS| —— |+ISIn| ——
n n

(1.18)

(1.19)

Para tener soluciones distintas, y recordando que el Argumento de un numero complejo toma valores

entre —zy 7, se debe considerar que

k=012,...,n-1

10
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Graficamente podemos representar las raices n-ésimas de la unidad como un poligono circunscrito en un

circulo de radio 1 con n aristas.

(o8

Extendiendo la idea anterior, pero aplicada a la ecuacién

n_
2" =1z,

(1.21)

se encuentra que la raiz n-ésima de dicha ecuacidn estd conformada por el conjunto de nimeros complejos

Cx dados por

ck:hJ%e "o
donde

k=0,12,...,n-1

El valor obtenido cuando k = 0 se le llama raiz principal del nimero complejo zo.

Ejercicios.
1. Calcule
a) (3+4i)?
b) (4-4i)5

2. Resuelvala ecuacién z° +1= i\/§

f).- Regiones en el plano complejo (o z-plano).

(1.22)

(1.23)

Antes de terminar con esta introduccidn a los nUmeros complejos vamos a establecer una serie de
conceptos y definiciones que nos serdn de gran utilidad en el estudio de las funciones de variable compleja

gue realizaremos mas adelante.

Una de estas definiciones es la vecindad o entorno £de un nimero complejo z.

11



Definicion. La vecindad o entorno & del nUmero complejo 2 se define como el conjunto de puntos z tales
que

|z-z)|<e
|: - :[}| e - ~
i hY
<N
[ o\./f,J
[ et |
Graficamente, el entorno estd formado por el conjunto de \\ -0 ,"
puntos que forman parte del circulo de radio £centrado en AN
Zo dejando fuera a los puntos de la circunferencia, tal como
se muestra en la figura. O

En ocasiones se tiene que trabajar con entornos en los que se excluye a Zy, en tal caso se habla de
un entorno punteado o perforado.

Definicion. Se define como entorno punteado o perforado del nUmero complejo zp al conjunto de nimeros
complejos z tales que

0<|z—2z|<e

Graficamente, el entorno perforado es similar al anterior, \ =0 /
solo que ahora se ha eliminado el punto zp, tal como lo N s
muestra el esquema.

(@)

Continuando con los conceptos que usaremos mas adelante, S
consideremos el siguiente conjunto de numeros complejos S
para definir tres tipos de puntos: interior, exterior y frontera.

O

12



Definicidon. Se dice que un nimero complejo zp es un punto interior del conjunto S si todos los elementos

de su entorno son elementos de S.

S

o

Definicion. Se dice que un nimero complejo zp es un punto exterior al conjunto S si todos los elementos

de su entorno no pertenecen a S.

O

Definicion. Los puntos que no entran en ninguna de las dos
definiciones anteriores se llaman puntos frontera, y al conjunto de
todos los puntos frontera se le llama simplemente la frontera de S.

Por ejemplo, si consideramos el circulo unitario |z] < 1
mostrado en el esquema, la frontera de S son los puntos z que
satisfacen la expresion |z| = 1, los puntos exteriores satisfacen la
expresion |z| > 1, mientras que los puntos interiores satisfacen la
relacion |z| < 1.

0

Definicion. Un conjunto S es un conjunto abierto si no contiene a su frontera, es decir, a todos sus puntos

frontera.
El ejemplo anterior es un conjunto abierto.

Definicién. Un conjunto S es un conjunto cerrado si contiene a todos sus puntos frontera.

13



Si consideramos un ejemplo similar al anterior, pero definido por |z| < 1 se tendrd un conjunto

cerrado.

Definicion. Un conjunto abierto es conexo si para cualquier par de
puntos z1y Z; pertenecientes a dicho conjunto estos se pueden unir por
una linea poligonal que esté completamente contenida en el conjunto.
Si no satisface esta condicidn, entonces se dice que es un conjunto no
conexo.

\._ \\
A=z N
N \
K |
N
/ ]
/ /
s /

Definicion. Un conjunto con estas caracteristicas: abierto y conexo, se llama dominio y si incluye a todos

los puntos frontera se llama regidn.

Definicion. Un conjunto S es acotado si todos los puntos de S estan dentro de un circulo de radio finito R,

es decir que todos los puntos z de S satisfagan la relacion
|z] <R, en caso contrario sera un conjunto no acotado.

Ejercicios sugeridos.
Secciones 1lay 1b:

1. Verifique que
(@) (V2—i)—i(1-+v2i) =-2i;
(b) (2,-3)(=21) = (~1,8);
@ GDG-D(55) =D

2. Muestre que (1 + 2)2 =1+ 2z + z2.

14



3. Verifique que cada uno de los dos nimeros z = 1 =+ i satisfacen la ecuacién z2 — 2z + 2 = 0.
4. Verifique

(a) la ley asociativa para la suma de nimeros complejos, la cual establece que (z; + z,) + z3 =
7y + (2 + 23);
(b) laley distributiva para nimeros complejos, que se enuncia como z;(z, + z3) = 2,2, + 2, 23.

5. Resuelva la ecuacién z? + z + 1 = 0 para z = (x, y) escribiéndola como

(e, y)(x, y) + (x, ) + (1,0) = (0,0)
y luego resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas para x e y que resulta.

RESPUESTA. 7z = (— .t g)

6. Reduzca cada una de las siguientes cantidades a un nimero real:
142 2-i
3-4i 50 '
5i
1-D)-)3E-1)’
(0 (1-D*

RESPUESTA. (a) — 2/5; (b) — 1/2; (c) —4.

(a)

(b)

7. Localiza vectorialmente los nimeros z; + z, y z; — Z, cuando
. 2,
(@) zy =2i,2, =54

(b) z =(—V3,1),2, = (v/3,0);
(C) Z1 = (_3:1); Zy; = (114)1
(d) 2z =x1 + iyq, 22 = %1 — Y.

8. Considerando los numeros complejos z; = 3+ 4i y z, = 2 — i, represéntelos en un Diagrama de
Argand junto al nimero w tal que

(@) w=2zy+2z;;
(b) w=24 —2,;
() w=2zz;;

(d) w="2;

Z2

() w=2zz;

Seccion 1c:
9. Verifique que v2|z| = |Re z| + |Im z|.

10. En cada caso, bosqueje el conjunto de puntos determinados por la condicién dada:
15



@ lz—1+il=1;
(b) lz+i] <3;
(c) 13z=5+1i| > 6;
(d) |2z —4i| = 7.
11. Use las propiedades de conjugados y mddulos para mostrar que
(@) z+31=z-3i;
(b) 1z =-iz;
(€ C+1)%=3-4i
(d) |2z+5)(V2-i)| =+V3l2z +5I.
12. Bosqueje el conjunto de puntos determinados por la condicion
(a) Re(z—1i)=2;
(b) |2z +i| = 4.
13. Pruebe que
(a) zesrealsiysodlosiz =z
(b) z esya sea real o imaginario puro siy sélo si Z% = z2.
14. Usando las expresiones
z-Z

Z+Z
Rez=—eImz=—-
2 20

muestre que la hipérbola x? — y? = 1 se puede escribir como z% + 72 = 2.

Seccion 1d:

15. Encuentre el argumento principal Arg z cuando

i

(@) z= n

—2-2i
(b) z=3-1i)".
RESPUESTA. (a) —37/4; (b) 7.
16. Use la férmula de Moivre para derivar las siguientes identidades trigonométricas:
(@) cos36 = cos® 6 — 3 cos 6 sin?0;

(b) sin36 = 3sin6 cos? O —sin3 0.

T ow i= T
3 g use el desarrollo de e"12 para evaluar cotE.

17. Considerando que L=
12 3

RESPUESTA. 2 + /3.
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18. Sean z un numero complejo no nulo y n un entero negativo (n = —1, —2, -:+). Considere escribir z =
rel® ym = —n = 1,2, ---. Usando las expresiones
m m,imé -1 1 —i6
zm =r"e y z -=|—]e
T

verifique que (z™)™! = (z71)™ y entonces la definicién z" = (z=1)™ puede escribirse de manera

alterna como z" = (z™)~ 1.

19. Pruebe que dos ndmeros complejos no nulos z; y z, tienen los mismo médulos si y sélo si hay dos
ndmeros complejos ¢, y ¢, tales que z; = ¢1C, Y 2y = €1C5.

SUGERENCIA: Note que

91"‘92) (.91—92
exp (i

exp (i 5 3 ) = exp(if,)

6, +6 6,—86
exp (i ! > z)exp(L ! 2) = exp(if,)

20. Evalle las siguientes expresiones:

1 1
RESPUESTA. (a) e=2Y cos 2x; (b) eiﬁ; (c)cos1 —isin1; (d) e_(2"+5)”.

Seccion le:

21. En cada caso, encuentre todas las raices en notacién rectangular, muéstrelas como los vértices de
ciertos cuadrados e indique cual de ellas es la raiz principal:

(@) (-16)Y%;

(b) (-8-8v3i)"".

RESPUESTAS: (a) +v2(1 + i), £v2(1 — 0); (b) £(V3 — i), £(1 + V3i).

22. En cada caso, encuentre todas las raices en notacién rectangular, muéstrelas como los vértices de
ciertos poligonos regulares e identifique la raiz principal:

(@) (-3
(b) 8176,

) 1+vV3i | 1-/3i
RESPUESTAS: (b) i\/i,i—ﬁ .

23. (a) Sea a cualquier nimero real fijo y muestre que las dos raices cuadradas de a + i son

17



+VA exp (i %)

donde A =Va? + 1ya = Arg(a + i).

(b) Con la ayuda de las identidades trigonométricas

2 (@ 1+cosa 2@ 1-cosa
COS“ \z ) =———ysmm" |\ ) =
2 2 2 2

muestre que las raices cuadradas obtenidas en la parte (a) se pueden escribir como

1 .
iﬁ(\/A+a+l\/A—a)

24. Encuentre los cuatro ceros (raices) del polinomio z* + 4, siendo uno de ellos
zo =V2e™* =1+
Luego use estos ceros para factorizar z* + 4 en factores cuadraticos con coeficientes reales.
RESPUESTA: (z2 + 2z + 2)(z% — 2z + 2).

25. Encuentre cada una de las raices indicadas, localicelas graficamente e identifique a la raiz principal.

@ (2v3-20)"%

(b) (—4 + 4)Y/5;

© (2+2v3)"°;
(d) (—160Y%;
(e) (69)"¢;
(M @3
26. Encuentre todas las raices indicadas, localicelas en el plano complejo e identifique a la raiz principal.
(a) Raiz cubica de §;
(b) Raiz cuadrada de 42 + 42i;
(c) Raiz quinta de —16 + 16+/3i;
(d) Raiz sexta de —27i.
27. Encuentre las raices cuadradas de (a) 5 — 12, (b) 8 + 4+/5i.

RESPUESTA: (a) 3 — 2i, —3 + 2i; (b) V10 + v2i, —V10 — V/2i.

Seccién 1f:
28. Bosqueje los siguientes conjuntos y determine cudles son dominios:
(@ |lz—2+il<1;

(b) |2z + 3| > 4;
18



(¢) Imz > 1;

(d) Imz=1;

(e) 0<argz<m/4(z+0);
(f) |z—4]= |zl

RESPUESTA: (b), (c) son dominios.
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2.- Funciones de variable compleja.

a) Introduccidén. Definicién de funcién de variable compleja.
b) Mapeos o transformaciones.

c) Limitesy continuidad de una funcion.

d) Limitesy punto al infinito. La esfera de Riemann.

a).- Introduccidn. Definicion de funcién de variable compleja.

En el estudio de niumeros reales, una funcion f asigna a un elemento de su dominio un elemento
de su rango acorde a una expresién de la forma

X —y=f(x)
Por ejemplo, la funcién y = f(x) = 2x + 3 realiza las siguientes asociaciones X —y:
0—3
2—>7
-1—1

mientras que su inversa x = f }(y) = (y - 3)/2 realiza las asociaciones y — X.

Para el caso de los nimeros complejos, podemos construir una herramienta similar de asociacion
entre dos numeros complejos z y w.

Definicion. Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una funcion f de variable compleja definida en S es
una regla que asigna a cada nimero complejo z = X + iy de S, algin nimero complejow = u + iv.

El nimero complejo w se llama valor de fen z y se denota por f(z), es decir
w =1(2), (2.1)

y el conjunto S donde esta definida la funcién f(z) se llama dominio de f.
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Imz Imw
N A

Para representar - B
graficamente esta T,
asignacién o mapeo, se - w, = fz))
requieren 2 planos zy /

complejos: el plano zy el 2 \

plano w, tal como se
muestra en la figura anexa.

y
v

Rez Rew

Dado que Z y W son nimeros complejos, relacionados por la funcién f, es posible escribir
w =f(2)
u+iv="Ffxx+iy)
donde hemos considerado que

W=u+iv

Z=X+1iy.
Lo anterior permite expresar a la funcién de variable compleja f(zZ) como la suma
f@) = f(x, y) = u(x, y) +iv(x, y) (2.2)

cuando usamos la representaciéon rectangular; mientras que en la representacion exponencial podemos
escribir

f(z) = f(r, ) = u(r, 6) + iv(r, 6) (2.3)
donde se ha considerado que

z=re'’

Ejemplo. Encuentre las partes real e imaginaria de la funcién f(z) = 2z> - 8z y expréselas en forma
rectangular [u(x, y) y v(X, y)] y forma exponencial [u(r, &) y v(r, 6)].

Ejercicios. Encuentre las partes real e imaginaria de las funciones indicadas y expréselas en representacién
rectangular (u(x, y) y v(X, ¥)) y representacion exponencial (u(r, 8 y v(r, 6)).

1. f(z) =zz*

2. f2)=11/z

3. f(2)=(2z-8)/(z*+ 1)

Si al realizar esta separacion, en cualquiera de sus representaciones, resulta que la funcion v es
siempre cero, entonces decimos que la funcién f(z) es una funcién real de variable compleja. Un ejemplo
de tales funciones es la primera de las listadas en el ejercicio previo, f(z) = zz*.
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b).- Mapeos o transformaciones.

Como vimos anteriormente, una funcidon compleja de variable compleja f(z) asigna a cada punto
Z= (X, y) un puntow = (u, V); este tipo de asignacién univoca recibe el nombre de mapeo o transformacion.

En lo que sigue veremos algunos casos particulares de mapeos que, al aplicarse sobre un conjunto
de puntos zx en el plano complejo (ya sean lineas o areas), nos permite hablar de traslacién, rotacion,
inversion y reflexion.

Traslacion
La funcion
w=f(z)=z+12 (2.4)

corresponde a una transformacién o mapeo que representa una traslacién pura del eje de coordenadas,
es decir, que traslada al conjunto de puntos Z como si el origen se ubicase en Zp, tal como se muestra en la
figura.

¥ v
A F
2 w
i (w1, v1)
('T].? yl) i
Lo
(e, Yo)
- = U
0 v 0
Por ejemplo, f(z) = z + 3 +2i traslada al segmento de recta que une los puntos z1 = 1 — iy

2> =4 + 2j tal como se muestra.

Imz Imw
A N

0 / }{c z 0 R’L w
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Mientras que g(z) = z + 2 -2i traslada al segmento de recta que une los puntos z; =-1 +4iy z, = 4 + 2i tal
como se muestra.

Imz Imw
M N

T

<
v
(3]
=)
=
1

=

Rotacion

Para analizar la rotaciéon es conveniente retomar la Imz 4
representacidon exponencial del nimero complejo z, a saber

z=re'
Tal como se puede inferir de la figura, rotar al nimero z un vl (x, )
angulo & es equivalente a sumar & al argumento de z. ’ ; |
. . A, 2\ ‘
Con lo anterior, podemos afirmar que la funcién | ;
w = f(z) = ze'® (2.5) \ 6 | _
g X °
corresponde a una transformacién o mapeo que representa una Rez

rotacioén pura del eje de coordenadas, es decir, que rota los ejes
real e imaginario un angulo 6.

Si a continuacidn consideramos el producto
W = Z2¢
podemos usar la siguiente representacién polar de dichos nimeros
w=pe'?, z=re'%y zo = ree'®
para tener
pei® = (re')(roe'”)
de donde vemos que

P =TIl

$p=0+6&
Aqui vemos que han ocurrido dos cosas: por una parte, el médulo de z se ha modificado por un factor ry;
y por otra parte, el angulo se ha incrementado una constante &, tal como se muestra en la figura.

24



f z A w
pP=rry
0, 1)
Ty
6y
-
d /
> » QL
0 (1,0) o Zo-0+0,
Con lo anterior, podemos afirmar que la funcidn
w=1(2) =220 (2.6)

corresponde a una transformacién o mapeo que representa, al mismo tiempo, una rotacién por un angulo
& y una modificacion del mdédulo por un factor ro; en este caso, la transformacién dada por la ecuacion
(2.5) es un caso particular en el que ro = 1.

Por ejemplo, f(z) = iz = €%z rota 72 al segmento de recta que une los puntos zz = 2 - iy
Z> =3 + i, tal como se muestra.

Imz Imw
A h

-
A
Vs . .
0 J Re - 0 Re w

Otro caso interesante es f(z) = -z = (-1)z = €'z. En este caso, se tiene una rotacién de zalrededor
del origen, tal como se muestra para el segmentoquevadez;=2az; = 1.

Imz Imw
A h

<
v
(3]
=)
=
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Reflexion

Un caso particular de mapeo corresponde a la reflexion del nimero complejo z, con respecto al
eje real, el cual estd dado por la funcién

f(z) = z* (2.7)

es decir, la funcién que asigna a un nimero z su complejo Im z
conjugado representa una reflexion en el eje real; mientras
que la funcion

f(z) = -z (2.8) 2= (%)) y z=(x,))

>

la cual asigna a un numero z el inverso aditivo de su RN )
complejo conjugado, representa una reflexion en el eje AR 2
imaginario. - - >

Lo mencionado anteriormente puede visualizarse X
en la figura adjunta. 72

z¥=(x, -y)

Ejercicio. Represente el mapeo correspondiente a la funcidn f(z) = z* + 4i para el segmento que va del
origen al puntoz = 3 - 5i.

Inversion
Antes de concluir con esta parte del curso, vamos a considerar la funcién f(z) dada por
w=f(z)=1/z (2.9)
De nueva cuenta, retomamos la representacion polar de los nimeros complejos Wy z
w=pe'lyz=re?

para escribir la expresién (2.9) como

pe' = % =—e"
re
de donde vemos que
p=1/r
y
$p=-0

La primera de las dos ultimas expresiones muestra claramente la inversidn, el interior de un circulo
se mapea en el exterior y el exterior en el interior; mientras que la segunda de ellas muestra que el dngulo
se invierte, tal como ocurre con el complejo conjugado.
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Graficamente podemos considerar un semicirculo unitario para mostrar las propiedades de este
mapeo, tal como se presenta en la figura.

o, 1 © 15

Ejemplo. Encuentre la imagen o mapeo del segmento de recta que une los puntos z; = 1 + 2i y 2, = 3, bajo
la transformacidn

(@) f@)=3z+2;y
(b) f(z) =2~

Solucion.
Una posible parametrizacion del segmento considerado es
M=(t+1)+i(2-t),con0<t<2
asi que procedemos a evaluar, para cada inciso, la correspondiente funcién f(z).

(a) flz(®)] =3[(t+1)+i(2-t)]+2=(3t+5)+i(6-3t)
(b) flz(t)] = [(t+ 1) +i(2-t)]*=(6t-3) +i(4 + 2t - 2%

En la figura siguiente se muestran, en un mismo Diagrama de Argand, las graficas correspondientes
al segmento de recta en el plano z y su mapeo en el plano w, para la funcién f(z) = 3z + 2

7 T T T T T T

! t+1, 2t ——

: 1,2
6 ; 3*t+5,6-3% 7

: 6 O
5| i
4 | 4
3 - -
2 - =
1 - -
ol i

] 2 4 6 8 10 12
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Mientras que en la figura siguiente se muestran las graficas correspondientes al segmento de recta

en el plano z'y su mapeo en el plano W, para la funcién f(z) = 22

5] T T T T T T
: t+1, 2-t —

: 1,2

5 : 6%1-3,4+2%-2%t%*2 E
: -34 O

Ejercicios.

1.

Para el segmento de recta que va del punto z; = X1 + iy al punto z; = X2 + iy, encuentre el mapeo de
dicho segmento bajo las siguientes transformaciones:

a) f(z)=¢e%y

b) f(2)=1/(z+1).

2. Usando los resultados del problema anterior, bosqueje la region del plano w en la que se mapea el
rectangulo con vértices en (0,0), (2,0), (2,1) y (0,1) del plano z.
Solucion.
1. Paraeste problema, la expresién que parametriza al segmento de recta es
2(t) = ((x2 = xJ)t + x1) + i((y2 -yt + y1), con0 <t <1
por lo que las expresiones para el mapeo en el plano W son
w= f(2) =" (cos[y(t)]+isin[y(t)])
y
x(t)+1 . t
w=t@)=| 2O YO
(x(®)+1)" +(y()) (x(®)+1)" +(y())
2. Eneste caso, lo segmentos son

e De(0,0)a(2,0): x(t) =2t, y(t) = 0.

e De(2,0)a(2,1):x(t)=2,y(t) =t.

e De(2,1)a(0,1): x(t) =2 - 2t, y(t) = 1.
e De(0,1)a(0,0):x(t)=0,yt)=1-t.
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Los cuales se muestran a continuacion.

2 T T T T T T T
N Z*ti D [
2t
: 2-2*t1 ——
1.5 | : 0,1t —— 7
1 — -
05 B
ok i
-0.5 f .
1 1 i 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Asi que para f(z) = €’, estos segmentos nos llevan al mapeo

w = e*[cos 0 + i sen 0] = (%, 0)

w = e’[cost +isent] = (e? cost, e’ sen t)

w =e*?[cos 1 +isen 1] = (e** cos 1, e2* sen 1)
w = e°[cos(1-t) + i sen(1-t)] = (cos(1-t), sen(1-t))

El mapeo anterior se muestra en la figura siguiente.

8 T T T T T T T T

: exp(2¥t), 0 ——
exp(2)*cos(t),exp(2)*sin(t)

: exp(2-2*t)*cos(1),exp(2-2*t)*sin(1) ——
ir : cos(1-t),sin(1-t) — 7




Mientras que para f(z) =1/ (z + 1), los segmentos considerados previamente, nos llevan a

® w= ! ,O]

(2t+1)

* @)

o | 32 -1
(3-2t)° +1'(3-2t) +1

° 1 t-1
W= 20 2
1+(1-t)” 1+(1-t)

—

Este mapeo se muestra en la figura siguiente.

0.1 T T T T
Y(2*t+1), 0 ——
3/(t**249),-t/(t**2+9)
(3-2%)/((3-2%t)**2+1),-1/((3-2%t)**2+1) ——
o L(l‘ \**’14.1\ |‘+ 1]}.‘{{1 t]**2+1}
|
0.1 .
-0.2 .
0.3 .
/’f
0.4 [ Ve =
05 F — -
0.6 | 1 1 |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

c).- Limite y continuidad de una funcion.

Para introducir los conceptos de limite y continuidad de una funcién vamos a considerar que la
funcion f(z) esta definida en un dominio D y que zg es un punto de D.

A continuacion, vamos a ver que el limite y la continuidad de la funcion f(z) se definen de la misma
manera que en el caso de variable real.
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Definicion. Sea f(z) una funcién definida en todos los puntos de cierta vecindad de zo, excepto,
posiblemente en el mismo 2. Se dice que Wy es el limite de w = f(2), si para cualquier nimero positivo &,
existe un nimero positivo o tal que

| f(2) —WO| <&, siempre que |Z —ZO| <90.
Se denota el limite de f(z) con la expresién

lim f(z) =w, (2.10)

752,

cuando Wy corresponde al limite de la funcién f(z) cuando z se aproxima a zo; y significa que la region
alrededor de wp puede hacerse arbitrariamente pequefia conforme z se aproxima a Zop sin importar la forma
en que lo hace.

La definicién anterior puede visualizarse en el siguiente esquema.

Im:z Imw
N N

v

E{e z Re w

Ejemplo. Demuestre que si f(z) = 2/ z*, entonces lim f (z) no existe.
-0

Solucién. En este caso, basta mostrar que lim f (z) =1 cuando nos acercamos al origen recorriendo el eje
70
real, mientras que lim f(z) = —1 cuando lo hacemos recorriendo el eje imaginario.
z—0

Lo anterior muestra que hay dos valores para el limite, pero debido a que el limite debe ser Unico
podemos concluir con la aseveracidn de que el limite planteado NO existe.

A continuacién se enuncian una serie de teoremas sobre limites que pueden ser facilmente
demostrado (quedando esto para los estudiantes interesados en tales demostraciones).

Separabilidad de las partes real e imaginaria
Suponga que f(z) = u(z) + i v(z) y que z =X + iy, entonces

lim f(z) =w,

77
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Si

lim u(z)=u
(%9)>0% o) (2) =,
y
lim  v(z)=v,
(6.Y)>(% Yo) (2) =Y,
con lo que
W, =U, +1V,
Teoremas utiles sobre limites
Supongamos que
limf(z)=A y limg(z)=B
77, =7
entonces
i lim[f(2)+9(z)]=A+B (Suma de limites)
i.  lim[f(z)g(z)]=AB (Producto de limites)
-7,

iii. lim [M} = é siempre que B=0 (Cociente de limites)
717, g(z) B

Continuidad de una funcion

La condicién de continuidad para una funcién de variable compleja w = f(z), en analogia con el
caso de funciones reales, se enuncia de la siguiente manera.

Definicion. La funcion f(z) es continua en el punto z; si se cumple que

lim f(2) = f(z))

lo que implica que lim f (2) existe, y que f(zo) también existe.
77

Funcién polinomial Py(z)

Las ideas anteriormente desarrolladas nos permiten concluir que una funcidn polinomial Py(z) es
continua para todo z, donde Py (2) estd definido como

Pn(z) = anz" + an1z™ + an2z"% +.. .+ auz + ao

donde n es un entero positivo.
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Para justificar lo anterior notemos que

Para toda funcion constante f(z) = C, el mapeo que se tiene es el siguiente

Imz Imw
A M

~ ~

Re = Rew

De aqui vemos que es evidente que

lim f () =limC =C

757, 77,

Para la funcién identidad f(z) = z, el mapeo que se tiene es el siguiente

Im:z Imw
A N

v

Rez Re w

En este caso, la definicion de limite se cumple cuando d= &, con lo que
limf(z)=limz=z,

77, 717y

Para los términos z" con n > 1, basta aplicar los dos resultados anteriores, junto con el limite de un
producto, de manera recursiva, para mostrar que los términos anz" son continuos.

Con todo esto, podemos escribir que
limP,(z) =P,(z,)
-7
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Limite absoluto
Otro resultado de aplicar la definicidn de limite establece que si

lim f(z)=w,

-7

entonces

tim| (2 =

d).- Limites y el punto al infinito.

Plano complejo extendido

Hasta el momento el plano complejo, como lo hemos visto, no tiene claramente definido el
infinito.

Sin embargo, en muchas situaciones es necesario considerar un punto al infinito; cuando esto
ocurre, y el plano complejo incluye al infinito, hablamos del plano complejo extendido.

En el caso de variables reales, el infinito consta de dos puntos ubicados en los extremos negativo
y positivo del eje real, en ambos casos el valor absoluto es el mismo: infinito. Para el caso de los nimeros
complejos, si queremos extender la idea nos encontramos con un problema, ya que existe un niumero
infinito de nimeros complejos z tales que su médulo (el analogo al valor absoluto) es infinito, para evitar
esta situacion trataremos con el llamado punto al infinito.

Para visualizar este punto al infinito se utiliza la siguiente idea.

Consideremos que el plano
complejo pasa por el ecuador de una
esfera unitaria centrada en el origen
0, tal como se muestra.

A cada punto z del plano le
corresponde un punto P en la
superficie de la esfera.

=t / ! Im z

El punto P se determina por
la interseccién de la recta que va del
polo norte N al punto z sobre el
plano.
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Para puntos z tales que |z| > 1 el punto P se ubica sobre el hemisferio Norte, para puntos tales que
|z = 1, el punto P esta sobre el ecuador, mientras que para puntos z tales que |z| < 1 el punto P estd sobre
el hemisferio Sur; tal como se muestra en la siguiente figura.

-i

Al punto P ubicado en el polo Norte le corresponde el punto al infinito representado por .

A la esfera unitaria utilizada para desarrollar la idea del punto al infinito se le conoce como esfera
de Riemanny a la correspondencia entre puntos P de la esfera y puntos z del plano se le lama proyeccién
estereografica.

Con lo anterior, todos los puntos P de la esfera corresponden con puntos z en el plano complejo
extendido, es importante notar que esta correspondencia entre puntos es uno a uno.

Limites y punto al infinito

Con el esquema anterior, podemos ver que conforme aumenta |z|, el punto P sobre la esfera se
acerca a N, lo que nos permite decir que para ¢ positivo y pequeno, los puntos en el plano complejo
exteriores al circulo |z| = 1/¢ corresponden a puntos sobre la esfera préximos al punto N, con lo que
podemos afirmar que el conjunto |z| > 1/ges un entorno de infinito (o).

Usando la idea anterior, podemos interpretar la expresion

lim f(2) =00

127y
En este caso, se tiene que para cada numero positivo ¢ existe un nimero positivo J tal que
[f()| > /e
siempre que
0<l|z-2< 6,

es decir, si Z esta en el entorno de 7y, entonces f(z) esta en el entorno |z| > 1/& para infinito.
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Finalmente, con las ideas desarrolladas anteriormente, resulta valido establecer que si o y Wo son
puntos en los planos complejos z y W, respectivamente, entonces

1

i. lim f(z) =, siy sélo si lim——=0
-7, -7 f(Z)
i imf@)=w,  sysos limf[Z]|=
i. =W, siy solo si Zl_rJg E =W,
=0
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: 1
i.  limf(z)=o, siy solosi IZerO]@_

Ejercicios sugeridos.
Seccion 2a:
1.- Escribe la funcién f(z) = z3 + z + 1 enlaforma f(2) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y).
RESPUESTA: f(x,y) = (x3 —3xy? + x + 1) + i(3x%y — y> + y).
2.- Suponga que f(z) = f(x,y) = x? — y? — 2y + i(2x — 2xy), donde z = x + iy. Use las expresiones

*

z+z* z—z

2 y Y=

X =
para escribir f(z) en términos de z, y simplifique el resultado.
RESPUESTA. f(2) = z** + 2iz.

3.- Escriba la funcién f(z) = z + i con(z #0)enlaforma f(z) = f(r,0) = u(r,08) + iv(r,0).

RESPUESTA. £(2) = f(r, 6) = (r + %) cos @ + i (r - %) sin .

4.- Separe cada una de las siguientes funciones f(z) en sus componentes real e imaginaria, es decir,
encuentre u(x,y) y v(x,y) tales que f(z) = u + iv.

(@) f(2) = 2z% —3iz;
(b) f(@)=z+1/z
© f@ =12

1+2’
(d) f(2) =zY%
(e) f(z) = z+ z? + 5i.
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Seccion 2b:

5.-Bosqueje la region en la que se mapea el sectorr < 1,0 < 6§ < /4 considerando las transformaciones
(@)w = z?%; (b)w = z3; (c)w = z%.

6.- Muestre que las lineas ay = x con a # 0 se mapea en las espirales p = exp a bajo la transformacion
f(z) = expz, dondew = pexpip.

7.- Encuentre la imagen de la tira semiinfinita x > 0, 0 < y < & bajo la transformacién w = exp z, e

identifique los segmentos correspondientes de las fronteras.

8.- La transformacion f(z) = ~» Mapea el interior del circulo unitario |z| = 1 en su exterior, y viceversa.

Bajo esta transformacion, éen qué se mapea la linea arg z = constante?

Seccion 2c:
9.- Considerando que a, b y ¢ denotan constantes complejas, use la definicidn de limite para mostrar que

(@) lim(az + b) = az, + b;
z—2Z,

(b) lim (z2 +¢) = z& +c;
zZ—2Zg
10.- Considerando que n es un entero positivo, y P(z) y Q(z) son polinomios tales que Q(zy) # 0. Use los
teoremas sobre limites que apliquen, haciendo mencidn explicita de ellos, para encontrar

.1
(a) lim =, conz, # 0;
z-Z9Z

. iz3-1
(b) lim ==
z—i Z+1

’

. P(2)
(€ lim 2o

RESPUESTA. (a) %; (6) 0 ; (c) %.

11.- Evalue los siguientes limites usando los teoremas que apliquen. En cada caso, enuncie precisamente
que teorema(s) uso.

(a) lim (iz* 4+ 322 — 10i)
Z-21

2

(b)

im
Zz—eTi/4 z4+z+1

(¢) lim (2z-3)(4z+i)

z-ij2  (iz—1)?

(d) lim

. z—1—i \2
(e) lim (==L
zZ-1+i \z“—2z+2
z2—z4+1-i

, 1,
12.- Demuestre que lim = =1--i
z—1+i z°—2z+2 2
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Seccion 2d:

13.- Use los teoremas sobre limites al infinito para mostrar que

. 4z
@ ey =
. 1
(6) i G =
2
(c) lim 24— .
z—oo z—1

14.- Con la ayuda de los teoremas sobre limites al infinito, muestre que cuando

conad — bc #+ 0, se cumple que

(@) lim T(z) = oo,sic = 0;
Z—00

(b) lim T(z) =2y lim T(z) = oo,sic # 0.
z—00 ¢ z--d/c

. z3-3z+2
15.- Demuestre que lim ———— =
z—00 Z4+22-32+5
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3.- Derivada e integral de funciones de variable compleja.

a) Derivadas, funciones analiticas e interpretacion geométrica.
b) Reglas de diferenciacion.

c) Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

d) Funciones armdnicas.

e) Integracién compleja.

f) Integrales de funciones de variable compleja.

a).- Derivadas, funciones analiticas e interpretacion geométrica.

Definicion. Sea f una funcidn cuyo dominio de definicion contenga un entorno o vecindad |z — zo| < £de un
punto Zo. La derivada de f en zj es el limite

t1(z) = lim+ A= 1(%) (3.1)

o1 -1,
y se dice que f es diferenciable en z, cuando 1”(2o) existe.

Si la derivada f’(z) existe en todos los puntos Z de una region R, se dice que f(z) es analitica en R;
como sindnimos suelen usarse también los términos regular y holomorfa.

Sea zp existe un punto P ‘en el plano z y sea Wy su imagen P’ en el plano w mediante la
transformacién w = f(z). Como se'supone que la funcién f(z) es univoca, entonces el punto zp es mapeado
a un solo punto Wo.

Si se incrementa.zp en'Az, se obtiene el punto Q, el cual tiene como imagen en el plano w al punto
Q,
De acuerdo con la figura que se muestra, se ve que el segmento P’Q’ representa al nUmero
complejo Aw, tal que
Aw= f(z,+Az)-f(z,)
por lo que la derivada en z, para la funcidn f, dada por la definicion (3.1), si es que existe, se escribe como

f(z,+A2)-1(z,)

P 3.2
f'(z,) = lim ™ (3.2)
6
o Aw
F(z) = lim ="
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En la ecuacion (3.2) es evidente que, sin pérdida de generalidad, podemos eliminar el subindice 0O,
y escribir

f(z+A2)-1T(2)

f'(2) =£!Lr}) ~ (3.3)
o]
£1(2) = lim AW _ W
Az—0 A7 dz

donde Aw denota el cambio en el valor w = f(z) correspondiente a un cambio Az en el punto en el que se
evaldaf.

Ejemplos:

1. Considere una funcién f dada por f(z) = 2z° + z - i. Use la definicién para mostrar que la derivada
de la funcion f estd dadapor f *(z) = 672+ 1.

2. Parala funcién g(z).= 32 - 2iz + 8, (a) muestre que g’(z) = 6z - 2i; y (b) calcule g°(5 - 2i).

3. Demuestre la Regla de L’Hopital, la cual establece que “si f(z) y g(z) son analiticas en zo y ademas
f(z0) = g(z0) =0, pero-con g’(z0) # 0, se cumple que

ni@_ 1)
=6 g(z2)  9'(z)

b).- Reglas de diferenciacion.

Suponga que f(z), g(z) y h(z) son funciones analiticas de z, entonces son validas las siguientes reglas
de diferenciacién.

1 @] - T2 DD )1 q1).

2. di[cf (2)]=c dfd(z) =cf '(z), donde C es una constante.
z z
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5. J[1@e@]- L 290+ 1@ L2 - 9@+ T @e'@)
df (2) dg(Z)
4. i{f(z)}: dz 9@-1@) _ T @9@)-1(2)9'(2) | siempre que g(z) # 0.
dz| g(z) [9@)] [0@)]

5. Siw =f(&) donde £=g(2), entonces

dw_df d&_

=f 2)19'(z

o dZ dz (5) Ta(2)]9'(2)
Regla de la cadena para funciones de variable compleja

6. Siw =f(z), tiene una funcién inversa univoca f *, tal que z = f "(w), entonces

dw dz

f'a)=— vy | fHw)|=—

(@)= L] =

se relacionan mediante

dw 1

=g
dz AW
7. Siz=f(t) yw =g(t), donde t es un parametro, entonces

)
dz d/t f'(t)

Las funciones elementales se'derivan de manera similar a como se realizan las derivadas en el
calculo elemental (de variables reales); asi que expresiones como

dc .
" d 0 Si C es una constante
z
. dizn =nz"?
z
N e
dz
d
- d—aZ =a’lna
z

d .
"= _—sinz=cosz
dz

d .
= _—cosz=-Sinz
dz

d
" _—tanz=sec’z

son validas en el calculo de variable compleja.
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Ejercicios:
1. Usando la definicion de derivada calcule f ’(z) para
a. f()=23-27°+6i
b. f(z) =5/7%
c. f@=@z-4i)/(z+1).
2. Usando las reglas de diferenciacién enunciadas anteriormente, verifique sus resultados.
3. Encuentre la derivada f ’(z) y evallela en el punto zo dado, considerando que
a. f(z)=z*+5iz+3—i;20=6-1.
b. f(2)=(Z%+2i2)/(z—i);20=4+ 2i.

c. f(2) =sen(z?+ 3iz); 20 = im.

c).- Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann son dos ecuaciones que deben satisfacerse en zg para

que la derivada de una funcidn f exista en zo.

Que las ecuaciones de Cauchy-Riemann seccumplan es una condicion necesaria pero no suficiente

para la existencia de f *(2).

Partiendo de que la funcidn f (z).se puede separar en sus componentes real e imaginaria, tal que

f(z) =f(xy) = u(ky) +iv(xy)
y considerando que
Zo=Xo+iyo con Az=AX+iAy
podemos escribir
AW = f(zo + AZ) — f(z0)

es decir

AW = [u(Xo + AX, Yo + AY) - U(Xo, Yo)] + i [V(Xo + AX, Yo + AY) - V(Xo, Yo)]

Por otro lado, la derivada f *(zo)
vy AW
F(z) = lim~=

se puede escribir como

. Aw) . Aw
f'(z,)= lim Re(—jﬂ lim Im[—j
(Ax,Ay)—(0,0) AZ (Ax,Ay)—(0,0) AZ
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El limite Az = (AXx, Ay) — (0,0) en la expresidn anterior debe poder evaluarse en cualquier forma
de aproximacién a (0,0); en lo que sigue consideraremos dos formas de hacerlo: (i) horizontalmente; y (ii)
verticalmente.

Cuando Az — (0,0) en direccién horizontal, consideraremos que Ay = 0; mientras que en la
direccidn vertical tomaremos AX = 0, tal como se muestra a continuacion.

(0, Ay)¢

0,0) (A:x, 0) Ax

En el recorrido horizontal (Ay = 0), usando la expresidn (3.5), el cociente AW/Az resulta

Aw A U0 A% Yo) ~U (o) J4[ V0 + A%, yo) SV (30, ¥o)

Az AX AX
asi que
AX, - ,
lim Re[Mj= "m{[U(Xﬁ Yo) —u (%, YO)]]
(Ax,Ay)—(0,0) AZ Ax—0 AX
es decir
. AW ) ou
o {5 ) 5 0300 030 &7
y
A ’ - y
lim Im(A_Wj=|im([v(X0+ X, Yo) V(X VO)JJ
(AX,Ay)—(0,0) AZ Ax—0 AX
es‘decir
. AW ) oV
Iim Im|l — |=—(Xx,, =V, (X, 3.8
(AX,Ay)—(0,0) (AZ) aX( 0 yO) X( 0 yO) ( )

Usando las expresiones (3.7) y (3.8) la expresién para la derivada f ’(2), dada por (3.6), se puede
escribir como

F(20) = U, (%5 o) +1, (%, Yo) (3.9)
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Si ahora consideramos la trayectoria vertical (Ax = 0) tenemos que el cociente AW/Az es

M:M: |:U(X0, yo"‘Ay) _U(Xm yo)]+i[v(x0, yo+Ay) _V(Xovyo)]

Az Ay iAy
o}
Aw _[V0, Yo +AY) V(%5 Yo) J=T[UC, Yo +4Y) —U (%Yo )]
Az Ay
con lo que
lim Re[MJ= lim [[V(X‘” Yo AY) ‘V(Xo'yo)]J
(3%,49)>(0,0) Az ) a0 Ay
es decir
. Aw) ov
(Ax,AIylm(o,O) Re (Ej - E(XO’ ¥o) =Yy (%: Yo ) (3.10)
y
lim |m(Mj: |im{_[u(xo’yO+AY) _U(Xovyo)]J
(&x,Ay)—(0,0) Az Ay—0 Ay
es decir
: Aw ou
LU Im(Ej - _E(XO’ Yo) ==ty (% ¥o) (3.11)

Usando las expresiones (3.10).y (3.11), ahora la expresion para la derivada dada por (3.6), se
escribe como

f'(z,) =V, (X, ¥o) —1U, (X5, o) (3.12)

Las expresiones (3.9) y(3.12) no sé6lo nos proporcionan una forma de escribir la derivada de f en
Zo en términos de las derivadas parciales de las funciones componentes U y V, sino que también nos dan
dos condiciones necesarias'para la existencia de f *(zo).

lgualando las ecuaciones (3.9) y (3.12) tenemos que
f(29) = U, (%0, o) +1V, (Xg, Yo) =V, (X, o) — iUy (X5, Yp)
lo que lleva (igualando partes real e imaginaria de ambos lados) a las dos ecuaciones siguientes.
u, (Xgs Yo) =V, (%o, Vo) (3.13)
Vi (%, Yo) = =U, (%, ¥o) (3.14)

Este par de ecuaciones (3.13) y (3.14) son las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, llamadas asi en honor del
francés Augustin Louis Cauchy y del alemdan Georg Friederich Bernhard Riemann.
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El resultado anterior se puede resumir en el siguiente teorema.
Teorema. Suponga que la funcién f(z) se puede escribir como
f(z)=f(xy)=u(xy)+iv(xy) (3.4)

y que f ’(2) existe en un punto zo = Xo + i Yo. Entonces las derivadas parciales de primer orden de uy v
deben existir en (Xo, Yo) y ademas satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

UX(XO, yo) = Vy(XO, yo) (3.13)

V(X Yo) ==, (X5, ¥o) (3.14)
ademas f ’(20) se puede escribir como

f I(Zo)zux(XO!3/0)"'i\/><(x0’3/0)- (3.9)

Como se ha mencionado anteriormente, el que se cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann no
garantiza la existencia de f ’(zo), para lograrlo se requiere extender estos resultados para incluir ciertos
requisitos de continuidad.

Lo anterior se resume en el siguiente teorema.
Teorema. Sea la funcion f(z), dada por
£(2) = F(x, ) =u(x,y) +iv(x, y) (3.4)

definida en algiin entorno o vecindad € de un punto Zo = Xo +:i.Yo: Supongamos que las derivadas parciales
de primer orden de las funciones Uy V con respecto.a Xe Y existen en todos los puntos de esa vecindad ¢
y ademas son continuas en (Xo,Yo), entonces si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

UX(XO, yo) = Vy(xo! yo) (3.13)

V(X0 ¥o) = U, (X5, ¥o) (3.14)
la derivada f ’(zo) existe; y'se puede escribir como

f I(Zo):ux(xmyo)"'ivx(xo’3/0)- (3.9)

Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden reescribir en coordenadas polares de la siguiente
manera. Partiendo de que un nimero complejo z se puede representar como

Z=X+iy 6 7= z]e'? con |z] #0,
tenemos que
X =|z| cos 8=rcos 6
y =zl sen #=rsen &

lo que permite separar a la funcion w = f(z) en sus componentes real U e imaginaria v para escribir f(z)
como

f(z) = f(r,0) = u(r,6) +iv(r,0).
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Si suponemos que las derivadas parciales de primer orden de Uy de V con respecto a X e y existen
en una vecindad no nula de zp y que son continuas en dicho punto, entonces las derivadas parciales con
respecto a r y ftienes esas propiedades; asi que

u_ouox ougy . ou_oudx, oudy
or oxor oy or 00 ox 00 &y 00

es decir

u, =u,cosé+u,sing (3.15)

u, =r(-u, sin@+u, cos @) (3.16)
Similarmente, para la componente imaginaria v, se tiene

V, =V, cosf+v,sind (3.17)

v, =r(-v,sin6+v, cos) (3.18)

Si a continuacién retomamos las ecuaciones (3.13) y (3.14)

U, =V, (3.13)
podemos escribir a (3.17) y (3.18) como
Vv, =-u,cos@+u,sing (3.19)
y
v, =r(u, sin@+u, cos ) (3.20)

Usando las ecuaciones (3.19) y (3.15) en las ecuaciones (3.16) y (3.20), tenemos

u, =—r(-u, cos+u,sind)=-r(v,) (3.16)

v, =r(u,sin@+u,cosd)=r(u,) (3.20)

Con lo anterior, las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.13) y (3.14) en coordenadas polares se
reescriben como

Vr(l’o,ﬁo):—rlug(l‘o,go) (3.21)

0

ur(ro,eo)zrlvg(roﬁo) (3.22)

0
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Resumiendo lo anterior, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema. Sea la funcion f(z), dada por
f(z)=f(r,0)=u(r,0)+iv(r,0)

definida en algin entorno o vecindad ¢ (alrededor) de un punto no nulo z, = I'Oeig‘J . Supongamos que las

primeras derivadas parciales de las funciones Uy v con respecto a r y dexisten en todos los puntos de ese
entorno € y ademas son continuas en (ro, &), entonces si esas derivadas parciales satisfacen la forma polar
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (ro, &) dadas por

Vr(ro’eo)z_rlua(ro"go) (3.21)

0

u,(ro,eo)zrlva(ro,eo) (3.22)

0

la derivada f *(2o) existe.

Ejemplos.

1. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, pruebe que la derivada f ’(z) no existe en ninglin punto
del plano-z para f(z) =z - z*.

2. Verifique que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen para la funcién f(z) definida por
a. f(z) =exp(z?)
b. f(z) = cos(2z)
c. f@)=22+5iz+3-i
d. f(z) = zexp(-z)

3. Muestre que la funcién g(x,y) = X + iy® es no analitica en cualquier punto.

d).- Funciones armonicas.

Definicion. Una funcidn real H de dos variables X e y se dice armdnica en un dominio dado del plano Xy si
sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo orden que satisfacen la
ecuacién

H, (X, y)+H, (x,y)=0 (3.23)

conocida como Ecuacion de Laplace.

Para el calculo de variable compleja podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema. Si una funcién f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica en un dominio D, sus funciones
componentes Uy V son armonicas en D.

Demostracion. Supuesta f(z) analitica en D, se deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann

u (xy)=v,(x,y) (3.13)
y
u, (X, y) =-v,(x,y) (3.14)
Derivando las ecuaciones anteriores respecto a X, tenemos
Uy (X, ) =V, (X, Y) (3.24)
Y
Uy, (X, y) ==V, (X, Y) (3.25)

Similarmente, si derivamos respecto a Y tendremos

U, (X, ¥) =v(x,Y) (3.26)
y
uy, (X, y) =V, (X, ) (3.27)
Ahora, usando las ecuaciones (3.24) y (3.27), se ve que podemos escribir
Uy, (X y) +uy, (X, y) =0 (3.28)

y usando (3.25) y (3.26) vemos que también podemos escribir
Vo (X, Y) +V,, (X, y) =0 (3.29)

Con estos resultados [ecuaciones (3.28) y (3.29)] vemos que Uy V son armonicas en D, con lo que
se demuestra el teorema.

Definicion. Si dos funciones dadas Uy v son armdnicas en un dominio D y sus derivadas parciales de primer
orden satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el dominio D se dice que v es armdnica conjugada
de u.

Ejemplos.
1. Pruebe que la funcion u(x,y) dada, es arménica.

2. Encuentre una funcién v(x,y) tal que f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) sea analitica, es decir, encuentre la
funcion armdnica conjugada de u(x,y).

3. Exprese f en términos de z, es decir, f(z).
En los tres casos, considere que

a) u(xy)=2x(1-y)

b) u(x,y) = x*—y*—2xy — 2x + 3y
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e).- Integracion compleja.

Antes de introducir las integrales de una funcidn compleja de variable compleja f(z),
consideraremos primero derivadas e integrales de funciones complejas w(t) de una variable real, es decir

w(t) = u(t) + iv(t) (3.30)
donde las funciones U y v son funciones reales de t.

Con lo anterior, la derivada

Wity — O]
dt
de la funcién w(t) en un punto t satisface que
w't) =u'(t) +iv'(t) (3.31)

suponiendo que U’(t) y v’(t) existen.

Es evidente que muchas de las reglas aprendidas en el célculo de variable real aplican para la
funcion w(t), toda vez que u(t) y v(t) son funciones reales, lo que las hace verificables al aplicar las
correspondientes reglas para las funciones reales.

Sin embargo, hay que hacer notar que no toda regla de derivacion del cdlculo es valida para
funciones del tipo de w(t).

En particular, el teorema del valor medio para la derivada ya no es aplicable, es decir, no es
necesariamente cierto que exista un nimero.C en el intervalo a <t < b tal que

w(€)(b - 2) = w(b) — w(a) (3.32)

Por ejemplo, w(t) = exp(it) en elintervalo 0 <t <27z no cumple (3.32) ya que
w’(t) =i exp(it) =-sent+icost

nunca es cero, mientras que
w(2z) =1 y w(0) =1

por lo que no se cumple la relacién (3.32) ya que

w(27) - w(0) = 0.

Definicion. Con lo anterior en mente, podemos definir la integral definida de w(t) en el intervaloa<t<b
como

[ wetydt = [Cu(dt+i[ vyt (3.33)

cuando las integrales de u(t) y v(t) existan.
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De igual manera, podemos establecer que
b c b
j w(t)dt = j w(t)dt + j w(t)dt (3.34)
a a C

con lo que podemos integrar una funcidn w(t) continua a trozos o por segmentos, sin importar que sea
discontinua en C, ya que sdlo necesitamos que posea limites laterales que garanticen la existencia de las
integrales por separado.

Definicion. Si u(t) y/o v(t) son continuas a trozos en un intervalo [a,b], entonces diremos que w(t) es
continua a trozos en dicho intervalo.

El teorema fundamental del célculo sobre primitivas puede extenderse a las integrales del tipo
(3.33), para lo cual supongamos que las funciones

w(t) = u(t) +iv(t)

W(t) = U(t) +i V(1)
son continuas en el intervaloa<t<h.

Si W’(t) = w(t), paraa <t <b, entonces

U’(t)= u(t)
y
V> (1) = v(b).
Por lo tanto
Ib w(t)dt =U @], +iV @),
Ib w(t)dt =[U (b) +iV (b)]-[U (a) +iV (a)]
es decir

I:W(t)dt =W(t)|2 =W (b)-W(a) (3.35)

Finalmente estableceremos una propiedad basica de los valores absolutos de las integrales; para
ello, tomemosa < by supondremos que el valor de la integral definida en la ecuacidn (3.33) es un nimero
complejo no nulo zo.

Si ro es el médulo y & es un argumento de 2o, tenemos que
b _
_[ w(t)dt = z, =r,e' (3.36)
a
de donde

n=[ e wdt (337)
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Como rp es un nimero real, la integral (3.37) debe ser real, es decir
_ b —i6y _ b —i6y
L=\ e w(t)dt=Re| e ™ w(t)dt
a a
con lo que la expresidn para ro [ecuacién (3.37)] toma la forma

= jb Re[ e w(t) |at (3.38)

Por otro lado,

Re[ e w(t) | <[e " *w(t)

Re[e‘w"w(t)] < ‘e“gﬂ’ lw(t)|
es decir
Re[ e w(t) | <|w(t)| (3.39)
Usando las ecuaciones (3.38) y (3.39) es posible escribir
b
r, < [ [we)]at (3.40)

pero como

r, ={| = U:e“%w(t)dt‘

finalmente podemos escribir la siguiente relacion

b b
‘ [l W(t)dt‘ < [ wo) ct (3.41)

Ejemplos. Calcule las siguientes integrales:
4 2
a) j(iﬂ) dt
1\ 2t

b) [ e“dt

oY

c) Te’z‘dt
0
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f).- Integrales de funciones de variable compleja.

La integracion de una funcién compleja de variable compleja se define sobre curvas en el plano
complejo en vez de sobre intervalos de la recta real, como vimos en las secciones previas. Estas curvas se
conocen como contornos, asi que a continuacidn veremos con un poco mas de detalle estas trayectorias.
Para entender, y estar en condiciones de aplicar, estas clases de curvas (adecuadas para el estudio de las
integrales de una funcion de variable compleja) se hace necesario que veamos algunas definiciones.

Curva. Una curva C es un conjunto de puntos z =X + iy en el plano complejo tales que
x =x(t), y=y(t), ast<b

donde Xx(t) e y(t) son funciones continuas en el intervalo [a, b]. Los puntos de C se/pueden describir
mediante la ecuacién

z(t)= x(t)+iy(t)  a<t<b

y se dice que z(t) es continua, ya que X(t) y y(t) son continuas.

Curva suave. Una curva C se llama curva suave, si 2’(t) = x’(t) +.iy’(t) existe y es continua en el
intervalo a < t<by siz’(t) nunca se hace cero en el intervalo.

Contorno. Un contorno o curva suavea tramaos, es una curva que consta de un namero finito de
curvas suaves unidas por sus extremos.

Contorno cerrado simple. Sea C un contorno. Se dice que C es un contorno cerrado simple si
solamente los valores inicial y final.de z(t) son iguales, es decir, z(b) = z(a).

Integrales de linea.
Sea f(z) una funcién de variable compleja. Sea C un contorno representado por la ecuacién
z2(t)= x(t)+iy(t)  a<t<b
que se extiende del punto a = z(a) al punto = z(b).

Supongamos que f(z) = u(x, y) + iv(X, y) es continua a trozos en C, es decir, las partes real e
imaginaria,

u(x@®,y®) v v(x) )
de f(z(t)) son funciones de t continuas por tramos.

Bajo estas condiciones, se define la integral de linea de f a lo largo de C como:

b

j f(2)dz = j f(z(t))z'(®)dt (3.42)

C a

donde z’(t) = x’(t) + iy’(t).
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Asociado al contorno C de la ecuacién (3.42), esta el contorno —C, el cual se describe por la
ecuacién z = z(—t) donde —b <t < —a. Por tanto,

j f(z2)dz = f f (z(-t))z'(-t)dt

donde z’(—t) denota la derivada de z(t) con respecto a t evaluada en —t.

La integral de linea definida en la ecuacidn (3.42) tiene algunas propiedades que nos seran utiles
al calcular integrales de funciones de variable compleja.

Sean f(z) y g(z) funciones de variable compleja continuas a trozos sobre un contorno C descrito
por la ecuacion z = z(t) (a <t < b). A partir de la ecuacién (3.42) se deducen facilmente las siguientes
propiedades de las integrales de linea.

i. Iaf (2)dz = aJ. f(z)dz, para toda constante compleja a.
C C

i.  [[f(2)+9(@)]dz=]f(2)dz+g(2)dz.

iii.  Si C consta de una curva C; desde o hasta/B: y de'la curva C, desde o, hasta 3,, donde PB1 = a,,
se cumple que

[ f@0dz = f(@)dz+ [ f(2)dz

G c,

O

b

s“f (z(t)) z'(t)[dt

a

.E.

j f (2)dz

Ejemplo.

1
Calcular Lz|12dz donde |z] = L es la circunferencia centrada en el origen y de radio 1, recorrida en sentido

positivo.

Teorema de Cauchy-Goursat
El siguiente resultado se conoce como Teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema de Cauchy-Goursat. Sea C un contorno cerrado simple. Sea f una funcién analitica sobre
y en el interior de C. Entonces

j f(2)dz=0 (3.43)
C

El Teorema de Cauchy-Goursat es uno de los mas importantes en la teoria de variable compleja.
Una de las razones es que puede ahorrarnos una gran cantidad de trabajo al realizar cierto tipo de
integraciones.
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Por ejemplo, integrales como
jsin zdz , j coshzdz y j e’dz
C C C

deben anularse si C es un contorno cerrado simple cualquiera. En todos estos casos, el integrando es una
funcion entera.

Obsérvese que la direccion de integracién en la ecuacion (3.43) no afecta el resultado pues

j_c f(z)dz = —jc f(z)dz.

Ejemplo.
Verifique que

L z"dz=0

donde n es un entero positivo y C es la circunferencia |z| =, conr > 0.

Dominio simplemente conexo. Un dominio D se dice simplemente conexo si todo contorno
cerrado simple C dentro del mismo encierra sélo puntos de D.

A

Y
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Dominio multiplemente conexo. Un dominio D se dice miltiplemente conexo si no es
simplemente conexo.

El Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios simplemente conexos.

Si una funcion f es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces para todo contorno
cerrado simple C, dentro de D, se cumple

jc f(2)dz=0

Incluso si C es un contorno simple cerrado que intersecta consigo mismo un nimero finito de veces, de
tal forma que consiste de un numero finito de contornos simples cerrados C, el teorema de Cauchy-
Goursat sigue siendo valido.

Por ejemplo, para el contorno:mostrado en la figura se tiene
que

L f(z)dz = ijc f(z)dz=0

0

De igual forma, el Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios multiplemente
conexos.

Se denota a C como un contorno cerrado simpley a
Ci(j=1,2, ...,n) como un numero finito de contornos
cerrados simples interiores a C tales que los conjuntos

interiores a cada Cj no tienen puntos en comun, tal como se @ @

muestra en la figura.

0 X
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R es la regidn cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre C excepto los puntos
interiores a cada C;j (R es un dominio multiplemente conexo).

Se denota por B la frontera completa orientada de R que consta de C y todos los C;, descrita en
una direccion tal que los puntos de R se encuentran a la izquierda de B. En este caso, si una funcién f es
analitica en R, entonces

jB f(z)dz=0

Ejemplo. Demostrar que

dz

=0

donde B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccidn positiva, y.de las circunferencias
|z+1|=1/2,|z| =1/2 y |z— 1| = 1/2, descritas en la direccidn negativa.

Integral indefinida

El Teorema de Cauchy-Goursat es una herramienta valiosa cuando se trata de integrar una funcién
analitica alrededor de un contorno cerrado. En caso de que el contorno no sea cerrado, existen métodos
que se pueden deducir a partir de dicho teorema y que facilitan el calculo de la integral considerada.

El siguiente teorema-se conoce como principio de independencia de la trayectoria.

Principio de independencia de la trayectoria. Sea f(z) una funcion analitica en todo punto de un
dominio simplemente conexo Dy seanz; y Z; dos puntos de D. Entonces, si usamos contornos contenidos
en D, el valor de

j f(2)dz

no dependera del contorno utilizado para ir de z; a .

Demostracion: Sea D un dominio simplemente conexo y C1 y C, dos contornos en D sin
interseccién que van de 7; a 7,. Se tiene que los contornos C; y —C, forman un contorno cerrado simple,
que denominaremos C. Luego, por el Teorema de Cauchy-Goursat si

jc f(z)dz=0
pero
jc f(2)dz = jc f (2)dz + Lc f (2)dz
jc f(2)dz = jc f(2)dz - jc f (2)dz
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Por lo tanto,
jcl f(2)dz = jcz f (2)dz

lo cual indica que la integral desde z; hasta z, es asi independiente del contorno seguido, en tanto ese
contorno se encuentre dentro de D.

Del principio de la independencia de la trayectoria podemos definir la primitiva de una funcién de
variable compleja.

Definicidn. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea zgun punto de D. La
funcién F(z) definida en D por

F(2) = j f(s)ds+c (3.44)

donde C es una constante compleja, se denomina integral indefinida o primitiva de f.

En realidad f(z) posee un nimero infinito de primitivas. Dichas primitivas difieren en valores
constantes y son analiticas en D, y satisfacen

F’(z) =1(2).

Usamos la integral indefinida j f (z)dz para.indicar todas las posibles primitivas de f(z). El valor de

4
la constante correspondiente a una primitiva especifica J. f (s)ds queda determinado por el limite de
Zy

integracion inferior como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

z .
Encuentre las primitivas de f(z) = z sen(z) y emplee el resultado obtenido para calcular I ssinsds .
T

Segun la definicion (3.44), una integral definida se puede evaluar como el cambio en el valor de la
integral indefinida, tal como se hace en el cdlculo elemental, es decir

[ t@u=Fp)-F@=FQ@

o

Ejemplo.

Calcular la integral definida

1
I zsin zdz
V2
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A continuacidon veremos que si una funcidn es analitica en un punto, sus derivadas de todos los
6rdenes existen en ese punto y son también analiticas ahi.

Previo a este resultado veremos un resultado interesante que se obtiene a través del Teorema de
Cauchy-Goursat. Este resultado se conoce como formula integral de Cauchy.

Si consideramos una funcién analitica sobre y en el interior de un contorno cerrado simple, basta
con conocer los valores que ella toma sobre ese contorno, para determinar los valores que toma en el
interior del mismo.

Férmula integral de Cauchy.

Definicion. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea C un contorno cerrado
simple perteneciente a D. Sea zp un punto interior de C. Entonces

1t
fz,)= 27i c(z—zo)dZ

La expresidn anterior se denomina formula integral de Cauchy.

El siguiente ejemplo aclara el uso de esta férmula en la evaluacién de integrales.

Ejemplo.

Hallar el valor de la integral j dz , donde C es la circunferencia |z — i| = 2.

°(2°+4)
Solucién. Para resolver esta integral veamos si podemos aplicar alguno de los teoremas vistos
anteriormente, para ello analicemos la posible analiticidad del integrando en el contorno C.

El integrando presenta dos puntos en los que se indefine (z = £2i), uno de los cuales (z = 2i) se
ubica dentro del contorno C, por loque no es posible aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat; para
investigar la factibilidad de aplicar la formula integral de Cauchy, procedemos de la siguiente forma.

Factorizando el denominador, podemos escribir

1 1
—dz —dz

J- dz _J- dz _,[ (z—2i) _J- (z+2i)

(22+4) Je(z+2i)(z-2i) o (z+2i) ¢ (z-2i)
En la primera posibilidad, la funcién f(z) :ﬁ presenta la singularidad (z = 2i) que cae dentro del

z-2i
. . . . 1

contorno C, por lo que no permite aplicar la férmula integral de Cauchy; por otro lado, f(z)= m

no presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C, por lo que es factible aplicar la férmula, asi que
tomamos
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#dz

J- dZ :Jl (Z+2|)
(2 +4) *° (z-2i)
de donde identificamos que zo = 2i, por lo que

Lﬂdz = 27if (z,) = 27if (2i)

(z—12,)

) 27l
S (@)

Por lo que

Veamos que si una funcién es analitica en un punto, sus derivadas de todos los érdenes existen en
ese punto y son también analiticas.

Extension de la formula integral de Cauchy. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio
simplemente conexo D. Sea C un contorno cerrado simple perteneciente a D. Sea zo un punto interior de
C. Entonces f es infinitamente diferenciable en cada punto de D y la derivada n-ésima de fen zp es:

(n _ n_' f(z) 3.45
f (ZO) 27Z'| IC (Z A Zo)n+1 dZ ( )

Ademas, f (z) es analitica.en D para cada n.

El siguiente ejemplo aclara el'uso de la ecuacidn (3.45) en la evaluacion de integrales.

Ejemplo.
Hallar el valor de la.integral L, donde C es la circunferencia |z — i| = 2.

C(zz+4)2

Solucidn. Para resolver esta integral, al igual que en el ejemplo anterior, veamos si podemos aplicar alguno
de los teoremas vistos anteriormente, para ello analicemos la posible analiticidad del integrando en el
contorno C.

El integrando presenta singularidades en los puntos z = £2i, en particular, z = 2i se ubica dentro
del contorno C, por lo que no es posible aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat; para investigar la
factibilidad de aplicar la extension de la formula integral de Cauchy, procedemos de la siguiente forma.

Factorizando el denominador, podemos escribir
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1

J- dz :J- dz :J- (z+2i)
C(zz+4)2 C(z+2i)2(z—2i)2 ¢ (z—2i)2
En este caso advertimos que f(z) :ﬁ no presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C,
Z+2i

por lo que es factible aplicar la extension de la férmula integral de Cauchy con zo = 2iyn =1, por lo que

[ . f(2) ,_ 2rif () _ 2t (i)

z_z) n! 1
_ o -2 |- —4ri :
(z,+2i) ) (2i+2i)
Por lo que
I dz =£
(22 +4) 0 16

Ejercicios sugeridos.

Repaso:

1.- Muestre que

a) e(2+3m) — 2
z+m

b) f 1+

C) e(z+m) —

2.- Muestre que |ezz| < el?®,
3.- Encuentre todos los valores de z tales que
a) ef=-=2
b) e?=1+iV3
o e® D=1
RESPUESTA.a)z=1In2+ 2n+ Dmi;b)z=1In2 + (Zn + %) mi; c) z = %+ nmi.

4.- (a) Muestre que si e es real, entonces Im z = nm (conn = 0,+1,+2, ... ). (b) Si e# es un imaginario
puro, équé restriccidon se requiere para z?
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Secciones 3ay 3b:
. d n-1 -
5.- Derive la expresion L2 =nz', cuando n es un entero positivo, usando

a) induccion matematica y la expresidon para la derivada del producto de dos funciones; y
b) la definicién de derivada y la férmula binomial.

6.- Usando diferentes trayectorias para evaluar el limite cuando Az — (0,0), muestre que f'(z) no existe
en ningun punto z cuando

a) f@)=z

b) f(z) =Rez

c) f(z)=Imz
Seccion 3c:

7.- Use el teorema de Cauchy-Riemann para mostrar que f'(z) no existe en ningln punto si
a) fla)=z
b) f(2) =f(x,y) = 2x + ixy?
o f@=flxy)=e e

8.- Usando el Teorema de Cauchy-Riemann extendido, determine ddnde existe f'(z) y encuentre su valor
cuando

a) f@)=;

b) f(2) = f(x,y) =x*+ iy
c) f(z)=zImz

RESPUESTA. a) ' (2) = —Ziz, paraz # 0; b) f'(x + iy) = 2x; ¢) f'(0) = 0.

9.- Use las ecuaciones de Cauchy-Riemann para mostrar que las siguientes funciones son diferenciables en
el dominio (de definicion) indicado, y también encuentre f'(2):

a) f(2) = Z%, para z # 0.

b) f(2) = f(r,0) = Vre®/?, parar > 0,0 < 6 < a + 2m.

1
2f(2)

RESPUESTA. b) f'(2) =

Seccion 3d:

10.- Muestre que u(x, y) es una funcién armonica en algin dominio y encuentre una armonica conjugada
v(x,y) cuando

a) ulx,y)=2x(1-y)
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b) u(x,y) =2x —x3 + 3xy?
c) u(x,y) =sinhxsiny

d uly) =52

x2+y?
RESPUESTA. a) v(x,y) = x% —y2 + 2y; b) v(x,y) = 2y — 3x%2y + y3; ¢) v(x,y) = — cosh x cos y;
d) v(x,y) = =

x2+y?’

11.- Considere la funcién f(z) = u(r, ) + iv(r, 6) analitica en un dominio D que excluye al origen. Use

las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares y asumiendo la continuidad de las
derivadas parciales, muestre que la funcién u(r, ) satisface la ecuacién diferencial parcial

72U (1,0) + 17U, (1,0) + ugy(1,60) = 0

Que corresponde a la forma polar de la Ecuacion de Laplace. Muestre que esto también es valido para
la funcién v(r, 6).

12.- Determine cudles de las siguientes funciones u son arménicas. Para cada funcidon armdnica, encuentre

la funcién armdnica conjugada v y exprese u + iv como una.funcién analitica de z.
a) u(x,y) =3x%y +2x? —y3 —2y?
b) u(x,y) = 2xy + 3xy? —2y3
c) u(x,y) =xe*cosy—ye*siny
d) u(x,y) =e ?*sin(x? — y?)

RESPUESTA. a) v(x,y) = 4xy — x3 + 3xy? + C, f(2) = 2z? — iz3 + iC; b) En este caso, u(x,y) no
es armonica; c¢) v(x,y) =ye*cosy+xe*siny+C, f(z)=2ze*+iC;, d) v(x,y) =
—e2%Y cos(x? —y2) + C, f(z)'= —ie®” +iC.

Seccion 3e:

13.- Evalue las siguientes integrales:

2
a) flz(%—i) dt
b) " Ceitdt

c) f0°° e ?tdt, conRez > 0.

RESPUESTA. a) =~ — i In 4; b) ? + i o).

14.- Muestre que si m y n son enteros, entonces

21
imé .—ind _ (0 cuandom #n

e e ae =
0 2r cuandom =n
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Seccion 3f:

Para las funciones f y los contornos C dados, en los siguientes ejercicios use la representacion
paramétrica de C para evaluar la integral

fc f(z)dz

15.-f(z2) =(z+2)/zyCes
a) el semicirculo z = 2e'?, con 0 < 0 < m;
b) el semicirculo z = 2e' conm <0 < 2m;
c) elcirculoz =2, con0 < 0 < 2.

RESPUESTA. a) —4 + 2mi; b) 4 + 2mi; c) 4mi.

16.- f(z) =z — 1y C es el contorno que vade z = 0 a z = 2 formado por
a) elsemicirculoz =1+ e, conn <6 < 2m;
b) elsegmento 0 < x < 2 del eje real.

RESPUESTA. a) 0; b) 0.
17.- Evalde fc (z2 + 3z)dz alo largo de
a) elarco|z| = 2 quevade (2,0) a (0,2);
b) lalinea recta que va de (2,0)a (0,2);
c) laslineas rectas quevan de (2,0) a (2,2) y luego de (2,2) a (0,2).
RESPUESTA. — % - gi, en todos los casos.

18.- Con la ayuda del resultado obtenido en el ejercicio 14, evalule la integral

f zMz* Ndz
c

donde m y n son enteros y C es el circulo unitario |z| = 1, recorrida en sentido contrarreloj.

19.- Sea C el circulo |z — z,| = R recorrido en sentido contrarreloj. Use la representacién paramétrica
para C dadapor z = z, + Re'?, (con —m < @ < m) para derivar las siguientes férmulas de integracion

a) fc = 27i;

z—2g

b) fc (z—2zy)"'dz=0,conn=0,41,+2,....

20.- Encuentre la antiderivada para evaluar cada una de las siguientes integrales, donde la trayectoria es
cualquier contorno entre los limites de integracién indicados:

a) f.i/z e™dz

L
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b) fﬂ+2i cos (g) dz

0

c) ff(z —2)3dz.

RESPUESTA. a)

1+i

;
T

b)e+§;c)0.

21.- Sea C la frontera orientada positivamente del cuadrado cuyos lados coinciden con las lineas x = +2

y y = +2. Evalle cada una de las siguientes integrales:
a) |, %;
o) [, 72 dz
o zz;i—fl;
d) J, =z
d) fc t(azn_(jo/)zz) dz, con =2 < x4 < 2.

RESPUESTA. a) 27; b) =5 ¢) = 25 d) 0; e) im sec? (22).

22.-Sea C el circulo |z| = 3, descrito en sentido positivo, Muestre gue si

22% — 70=12
sy =| e
c

con |w| # 3, entonces g(2) = 8mi.¢Cudl es elvalor de g(w) cuando |w| > 3?

23.-Sea C un contorno simpre cerrado cualquiera, descrito en sentido positivo en el plano z. Considerando

que

(w) = Z3+22d
gwr = (z —w)3 z
C

muestre que g(w) = 61iw cuando w estd dentro de C y que g(w) = 0 cuando w esta fuera de C.

24.- Muestre quesi f es.analitica dentro y sobre un contorno cerrado C, y z, no esta dentro de C, entonces

25.- Evalle — §
2mi vC

! 7 A
@ 4 [ SO,
zZ—2z (z = zp)
c c
2
;fz donde C es el cuadrado con vértices en +2, +£2 + 4i recorrido en direccidn

contrarreloj.

RESPUESTA. i
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4.- Series. Criterios de convergencia. Series de Taylor y Laurent

a) Introduccion. Series de funciones reales.
b) Convergencia de secuencias y series.
c) Series de Taylor.
d) Series de Laurent.
e) Propiedades adicionales de las series.
i. Continuidad de una serie de potencias.
ii. Integracion y derivacién de series de potencias.
iii. Multiplicacion y divisidn de series de potencias

a).- Introduccion. Series de funciones reales.

Las series de potencia son, a menudo, una suma infinita de términos. Un ejemplo de una serie de
potencias es

Y= CX" =Cy+CX+C, X0+
n=0

De forma mas general, se dice que una serie de potencias centrada en a es una serie de potencias
en (X —a) de la forma

y:icn(x—a)” :c0+c1(x—a)+c2(x—a)2+~-
n=0

En estas series de potencias, los coeficientes C, son constantes que mds adelante veremos cémo
se determinan.

Un problema importante que puede representar una serie infinita de potencias es que esta puede
divergir, esto es, podria resultar infinita conforme se le afiaden cada vez mas términos; este tipo de series
no son funcionales y en lo que sigue, buscaremos que las series que usemos sean convergentes.

Se dice que una serie converge para un valor particular de X si su limite es finito, es decir

o0
H n
—oo < [im chx <0

nN—ao0
n=0

de lo contrario, se dice que la serie no converge.

Se dice que una serie converge absolutamente si la sumatoria de los valores absolutos de sus
términos converge, es decir

lim > |c,x"

o0
<0
n—oo n=0

Si una serie converge absolutamente, también converge.
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La pregunta ahora es: éicOmo sabemos si una serie converge o no?

La respuesta es sencilla, podemos usar el “criterio del cociente” (ratio test), pero antes
generalicemos y ampliemos las ideas anteriores.

Si ahora consideramos la expresion general para una serie de potencias, a saber
o0
_ n
y= z C, (X - a)
n=0
entonces, la serie converge si existe el siguiente limite de las sumas parciales:
N
H N H n
lim S, (x) = lim "¢, (x—a)
N—>ow N —o0 s

Se llama intervalo de convergencia al conjunto de nimeros reales X o intervalo para los que la
serie converge.

Se llama radio de convergencia al nimero positivo (o cero) p, tal que la serie converge
absolutamente si

x—a|<p,
y diverge si
x—a|>p.
La region en la que
x—al<p

(donde la serie converge) se llama intervalo de convergencia. Dentro de su intervalo de convergencia, una
serie de potencias converge absolutamente

Si p =0 la serie converge solo para X = @, si la serie converge para todo X, entonces escribimos
p: (==

Prueba de convergencia (criterio del cociente o “ratio test”)

Considerando la serie
n
y= Z C, (X - a)
n=0
y suponiendo que Cn # 0 para todo n, podemos escribir el siguiente cociente

] C X—a ] C
lim na )n =|x—allim 2% =L
n—o Cn (X— a) n—o Cn

n+1

Si L < 1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge; y si L = 1, el criterio no es
concluyente.
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Un ejemplo sencillo. ¢En qué intervalo, si es que existe, la siguiente serie converge absolutamente?

o0
y=2(-1)" (x-3)"
n=0
El primer paso es construir el cociente de los términos n + 1 y n, es decir

L tim |G =" D)™ (x=9)

| e, oar || () (x-3)

es decir
L= |(-)(x-3) = [x-3<1

Lo cual se cumple si X se ubica en el intervalo 2 < x < 4, fuera de este intervalo, la serie diverge.

Otro ejemplo. éEn qué intervalo, si es que existe, la siguiente serie converge absolutamente?

o ek
k
y=2 X
= k!
En este caso, el cociente de los términosn+ 1ynes
5k+l K\
—QX
. (k +1)! . 5
L=Ilim|~—"——|=lim|——x|=0<1
k—o0 z Xk k—o0 k +1
k!

Lo cual se cumple para toda X, por lo tanto, la serie converge absolutamente para todos los reales.

Un ejercicio. ¢En qué intervalo, si es que existe, la siguiente serie converge absolutamente?

Ajustando los indices en una serie.

Una herramienta util cuando trabajamos con series es el llamado cambio de indices en una serie.

Un ejemplo. Supongamos que se tiene la siguiente serie que iniciaenn = 3:

0 2x+1

y= Z

n=
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Para que inicie en n = 0 bastara hacer el siguiente cambio: n se sustituye por k + 3

= (2x+1)"°
y= Z ( )2
ias (k+3)
00 2 1 n+3
y luego se regresa a n: y= nz: (;( i 31

Otro ejemplo. Supongamos que se tiene la siguiente serie:
o0 k
5
2
k=2

Para que inicie en n = 0 bastara hacer el siguiente cambio: K se sustituye porn + 2

) 5n+2 »
y n§2 (n + 2)'
Yy Iuego se regresa a k:
0 5k+2 .
= kzz(; (k+ 2)'

Derivando series de potencias

Una serie de potencias define una funcién y(x) dada por
n
y(x) = c,x
n=0

cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie, en el cual es continua, derivable e integrable, lo
gue permite escribir la primera derivada como

y'(x)=> nc,x"*
n=0
la segunda derivada como

y"(x) = i n(n-1)c x"?

y asi sucesivamente.
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Series de Taylor de variable real
Uno puede expresar cualquier funcién continua f(X) como una serie: la serie de Taylor.

Definicidn. La expansidn o desarrollo de Taylor de una funcién f(x) alrededor del punto Xo se expresa
como

© f(n

)
100=3 ey

n

Si una funcion f(x) posee una expansidn en series de Taylor en el punto X = Xo con un radio de convergencia
diferente de cero, se dice que es analitica en X = Xo.

El caso particular de la Serie de Taylor en el que se toma Xo = 0 recibe el nombre de Serie (o
Expansion) de Maclaurin.

b).- Convergencia de secuencias y series.

A continuacidn, hagamos una extensidn de las ideas anteriores (y algunas nuevas) a funciones de
variable compleja, f(z). Para ello veamos algunas definiciones.

[e'e]

Definicidn. La sucesidn infinita de niUmeros complejos {Zn }n=0 tiene un limite o converge a un nimero

complejo z, si para todo &> 0 existe un nimero entero positivo N tal que
|z, -27|<e
siempre que n > N.

Geométricamente, lo anterior significa que, para
valores suficientemente grandes de n, los puntos z,
se ubican en una vecindad ¢alrededor de z.

—_—— Debido a que podemos escoger & tan pequefio
s N como queramos, se sigue que los puntos z, se
7 / Z. N ubican arbitrariamente cercanos a z conforme su
n .’},/\ subindice se incrementa; lo que permite escribir
| S | que
limz, =z

N—o0

Esto significa que cuando el limite de la sucesién

L 4

o0
0, {Zn}n:() existe y es z, entonces se dice que

o0
{Zn }n=0 converge a z. Si la sucesién no tiene limite

entonces se dice que dicha sucesién diverge.
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Teorema para la convergencia de una sucesion.

Sean z, =X, +Iiy, (paran=0,1,2, ..), para X, y Y, numeros reales,y Z=X+1y para X y Y

nameros reales. Entonces,

limz, =z
n—oo
siy sdlosi
limx, =x vy limy, =y
n—oo n—oo
. o - 1 . D" c o
Ejemplo. Determine si la sucesiéon z, =—+1| 1+ —— | converge y halle el limite si es el caso.
n

Ejercicio. Analice la convergencia de la sucesion

=D’

r]2

z,=2-1I

Si la sucesién es convergente, halle el limite de la sucesion.

Suma de una serie

Definicion. Una serie infinita

DMs

2, =2,+2,+2,+2,+

n

Il
o

n

de niumeros complejos converge a un nimero complejo S, llamado suma de la serie, si la sucesion

N
Sy =21,
n=0

(N=0,1,2,...) de sumas parciales converge a S; entonces se escribe

N

Z =S

n
n=0

Cuando la serie no converge, decimos que dicha serie diverge.

Teorema para la convergencia de una serie.

Sean z, =X, +1y, (paran=0,1,2,...), para X, y y,numeros reales,y S= X +iY para X y Y

numeros reales. Entonces,
o0
> z,=S
n=0
siy sdlosi

70



ixnzx y iynzY
n=0

n=0

De hecho, este teorema nos dice que podemos escribir

0 0 0

zo(xn+iyn)=2xn+i2yn

n n=0 n=0

Si una serie de nimeros complejos converge, entonces el n-ésimo término (z, =X, +1y,)

converge a cero cuando n tiende a infinito, lo que obliga a que las partes real e imaginaria, lo hagan por
separado, es decir

limz, =limx, +ilimy, =0+i0=0

n—oo n—oo n—oo

De lo anterior se sigue que los términos de una serie convergente estdn acotados, es decir, cuando
la serie converge existe una constante positiva M tal que |z,| <M para cualquier entero positivo n.

Otra propiedad importante de las series de numeros complejos es la que establece que una serie
es absolutamente convergente si la serie

Z|2n|:Z\/X§+y§ (Zn =X, +iyn)
n=0 n=0
de numeros reales Jxﬁ + yf converge.

La convergencia absoluta de una serie de nimeros complejos garantiza la convergencia de |la serie.

La pregunta ahora es: écdmo sabemos si una serie converge absolutamente o no?

Ill

La respuesta es sencilla, al igual que para series reales, podemos usar el “criterio del cociente”

(ratio test), que en este caso se reescribe de la siguiente forma.

Considerando la serie

5=3u,(2)

podemos escribir el siguiente limite

—_h un+1(z)

Entonces

e SiT'(z) <1, laserie converge absolutamente;

o siI'(z) > 1, laserie diverge; y

e siT(z) =1 o no existe, el criterio del cociente no es concluyente en cuanto a la convergencia
absoluta de la serie.
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Ejemplos: Use el criterio del cociente para analizar la convergencia absoluta de las siguientes series:
© 1 n
a)- y.n’ (z +=
n=1 2
> 2
> nte™
n=0

b).-
= (240)"

.- 2y
= 1(nY

N Sails)

Remanente de una serie

Definicion. Al establecer que la suma de una serie es un nimero dado S, a menudo es conveniente definir
el remanente pn después de N términos, usando la suma parcial Sy, de tal forma que

,Q\jZS-SN

Con esto, vemos que |Sn - S| = |pn - 0], lo que nos permite establecer que una serie converge a un nimero
S siy solo si la secuencia de remanentes pn tiende a cero.

c).- Series de Taylor.

A continuacion definimos una serie de potencias como una serie de la forma
> n 2 n
Ya(z-2) =a,+a,(2-2,)+a,(2-2,) +--+a,(2-2,) +-
n=0

donde 2y y los coeficientes a, son constantes complejas y z puede ser cualquier punto de una regidn dada
que contiene a Zo.

En estas series que involucran la variable z, denotaremos las sumas, sumas parciales y remanentes,
definidas anteriormente, como S(z), Sn(z) y on(z), respectivamente.

Teorema de convergencia de una serie de potencias

Sea la serie de potencias

. 1/n
definimos & = I|m(|an|) , entonces,
n—oo
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e sia =oo,laserie es convergente en el Unico punto Z = Zg;

e si0<a<eo,laserie es absolutamente convergente en el circulo |z - 29| < (1/a) y es divergente en
el exterior de este circulo; y

e sia=0,laserie es absolutamente convergente en todo el plano complejo.

Lo anterior permite establecer que cuando 0 < a. < o= existe un circulo con centro en el punto
Z = Zo, en el interior del cual la serie es absolutamente convergente y en el exterior del cual la serie es
divergente.

Este circulo se llama circulo de convergencia de la serie de potencias y su radio R (= 1/a) recibe
el nombre de radio de convergencia de la misma.

En los casos limites, cuando o = o= el circulo de convergencia se reduce al punto zZ = zg, mientras
que cuando a = 0 el circulo de convergencia se extiende a todo el plano, de modo que puede considerarse
que R es igual a oo.

El resultado anterior se conoce como teorema de Cauchy-Hadamard, y fue publicado por primera
vez en 1821 por Augustin Louis Cauchy, pero pasé relativamente desapercibido hasta que Jacques
Hadamard lo redescubrid, al publicarlo por primera vez en 1888.

Un resultado muy util al aplicar el teorema anterior es el siguiente limite

. n 1
lim g =2
n-o \| n" e

0 n

n n
Ejemplo: Halle el circulo y radio de convergencia de la serie Z I z .
n=1 Il-

Criterio del cociente para la convergencia de una serie de potencias

En muchos casos resulta conveniente determinar el radio de convergencia de una serie de
potencias mediante el criterio de cociente, para ello se considera la serie

n
Z a, (Z - ZO)
n=0
y suponiendo que an # 0 para todo n, podemos escribir el siguiente cociente

lim an+1(Z - Zo)n+1

. |a
( y =|z-1z,|lim|=% <1
n—oo an Z_ZO n—oo

an
de donde el circulo de convergencia resulta
lz-z,|<R

con

n—oo a
n
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n_nzn

o0
Ejemplo: Usando el criterio del cociente, halle el circulo y el radio de convergencia de la serie Z '
ni

n=1

Dada una funcién analitica ées siempre posible encontrar una serie de potencias cuya suma sea
dicha funciéon en algin dominio? Dicho de otro modo ées posible representar cualquier funcién analitica
por medio de una serie de potencias? La respuesta es afirmativa, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema de Taylor

Sea f(z) una funcién analitica en todo punto del disco Co, con centro en gy radio Ro. Entonces, en
cada punto z del disco Cy, f(z) se expresa como

o0

(n)
4 f (ZO) n
f(z):ZT(Z_ZO) (4.1)
———— n=0 .
i R \\\ es decir, la serie de potencias
/
/ VA \ o (n)
/ f"(z
I % \\ ( o) (Z _ Zo )”
| 0 | n=0 n!
| |
‘\ 4 /’ converge a f(z) cuando |z - Zo| < Ro.
\
\ / La serie (4.1) se denomina desarrollo en serie de Taylor, o
19) N //’ "~ simplemente, desarrollo de Taylor de f(z) alrededor del punto
S~ _ -7 20.

Serie de Maclaurin
Si 20 = 0, el desarrollo de Taylor (4.1) adquiere la forma
= {00
f(z)= Z 70 7N
o n!

y se denomina desarrollo de Maclaurin de f(z).

Ejemplo. Dada la funcidn f(z)=¢? halle

a).- el desarrollo de Maclaurin de f(z)
b).- el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de z = -i.

Ejercicio. Encuentre la serie de Maclaurin para las funciones f(z) dadas:

a).- f(z)=senz
b).- f(2) =cosz

El siguiente teorema nos garantiza que el desarrollo de Taylor alrededor de zo de una funcion f(z),
es la Unica serie de potencias que converge a f(z) en un disco centrado en z.
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Teorema de unicidad del desarrollo de Taylor

El desarrollo en serie de Taylor alrededor de zo de una funcién f(z) es la Unica serie de potencias
de (z - zo) que converge a f(z) en todo punto de un disco centrado en 2.

El siguiente teorema nos permite calcular el radio de convergencia del mayor circulo para el cual
la serie de Taylor de una funcién f(z) converge a f(z).

Teorema de convergencia del desarrollo de Taylor para una funcién con singularidades

Consideremos el desarrollo en serie de Taylor de una funcién f(z) alrededor de z; dado por la
expresion (4.1). El mayor circulo dentro del cual esta serie converge a f(z) en cada punto es |z — 2| =,
donde r es la distancia entre 2 y el punto singular de f(z) mas cercano.

Es importante notar que este teorema no afirma que la serie de Taylor no converja fuera del circulo
|z — 20| = 1, s6lo afirma que éste es el mayor circulo de todos los puntos para los cuales la serie converge a

f(2).

Ejemplo. Sin determinar el desarrollo de Taylor, calcule el radio del circulo maximo en donde el desarrollo
indicado es valido:

f(z):ﬁ:ian(prl)n

n=0
d).- Series de Laurent.

Si una funcidén f no es analitica en zo, no podemos aplicar el teorema de Taylor en ese punto. No
obstante, muchas veces es posible hallar una representacion de f(z) en forma de una serie que contiene
tanto potencias positivas como potencias negativas de z - zo.

Definicion. El desarrollo en serie de Laurent o, simplemente, desarrollo de Laurent de una funcién f(2)
alrededor del punto zp es de la forma

o0

f(z)=> a,(z-2) (4.2)

donde la serie converge a f(z) en cierto dominio o region.

La pregunta aqui es: ¢Qué clase de funciones pueden representarse por medio de series de Laurent
y en qué regién del plano complejo sera valida dicha representacion?

Normalmente los desarrollos de Laurent se obtienen a partir de los desarrollos de Taylor, para
lograr lo anterior, es necesario enunciar el teorema de Laurent.
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Teorema de Laurent

4 Sea f(z) una funcidn analitica en el anillo R1 < | z - 9| <Ry,
centrado en Zo. Sea C cualquier contorno cerrado simple,
orientado positivamente, que rodea a zp y esta contenido por
completo en ese dominio anular.

Entonces, en todo punto de ese dominio anular, f(z)
admite la representacion

3 N~ b
f@=2a(z-2) +>—"— (43)
n=0 n=1 (Z - ZO)
] donde
-2 . I f(z)df+l (n=012,..) (4.4)
27l c (Z - Zo)
y
= 1 : J‘ f (Z)d_zr]+l (n =1, 2’_“) (45)
2RI (Z N Zo)
El desarrollo (4.3) se escribe, con frecuencia, de manera compacta como
f(2)=2 c.(z-2) (4.6)
donde
n = L - f f(z)dil (n=0,£1,+2,..) (4.7)
27 c (Z - Zo)

Esta ultima representacion es similar a la dada en (4.2); sin embargo, en cualquiera de las dos
formas (4.3) o (4.6), el desarrollo en serie de potencias, asi definido, se llama serie de Laurent.

Consideraciones acerca del Teorema de Laurent

o Sif(z) es analitica en todos los puntos de la regidn |z - Zo| <Ry, entonces el desarrollo de Laurent de f(2)
se convierte en el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de 2o, ya que el integrando de los coeficientes
b,, dados por (4.5), se hace cero; mientras que los coeficientes an, dados por (4.4), se reducen a la
formula integral de Cauchy extendida, a saber

) _nl! f(2)
f (ZO) - 27“ J.c (Z _ ZO )n+1 dZ

e Sif(z) es analitica en la region |z - zo| < R2 excepto en el punto zo, entonces el desarrollo de Laurent es
valido en toda la region |z - zo| < R..

o Sif(z) es analitica en todo punto z del plano complejo que no pertenezca a cierto circulo, entonces es
posible encontrar un desarrollo de Laurent de f(z) que sea valido en una regidn anular cuyo radio
exterior Ry es infinito.
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Es importante mencionar que, en general, los coeficientes de una serie de Laurent se calculan por
métodos mdas econdmicos que las propias representaciones integrales, siendo el camino mas usado, partir
de los desarrollos de Taylor (o de Maclaurin).

Ejemplo. Encuentre la Serie de Laurent para
f(z) =e"

alrededor del origen.

Solucién. Para encontrar el desarrollo de Laurent de esta funcion f(z), alrededor de zp = 0, vamos a
considerar el desarrollo de Maclaurin de €°, a saber

= 1
=) —s"
= n!
después, se hace s = 1/z en la ecuacién anterior para obtener
= 1(1) &1
et =Z—(—) =>=z" z#0
—nlz —=n!

que es, efectivamente, el desarrollo de Laurent de e'? alrededor de z = 0 y es vélido en todo el plano
complejo excepto enz = 0.

Hay funciones que por si mismas ya corresponden a una Serie de Laurent. Por ejemplo, si
analizamos la funcién

-y
(z-i)’

vemos que ya tiene la forma de una serie de Laurent, con zo = i.

f(2) = (4.8)

En efecto, usando la representacion (4.6)

o0

f(z)=> ¢ (z-2)

N=—o0

al comparar con la forma de f(z), vemos que c., = 1y todos los demds coeficientes ¢, son cero.

Si a continuacion retomamos la expresion (4.7) para los coeficientes C, de la serie de Laurent para
la funcion f(z) definida en la ecuacidn (4.8), podemos escribir

¢, = [—% _ (h=0+1%2.)
27 (z—1)

donde C es, por ejemplo, cualquier circunferencia |z - i| = R orientada positivamente en torno al punto
Zo = i. Con lo anterior, podemos escribir
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dz 0 sinz -2
;[(z_i)“”’_ 27i sin=-2

Ejercicios.
1. Encuentre la serie de Laurent alrededor de la singularidad indicada para cada una de las siguientes
funciones:
1
a) f()=— ; z=0
(2) —l
7
b) f(z)=(z+lj ; z2=0
z
2z
) f)-= D z2=2

(z-2)°
d) f(z)=cos% ; 2=0

23
z-sinz
Z3

e) f(z)=

0 2=0

i —(z-3)sin—1_ : 7—_
) (2 (z 3)smz+4 ; z=—4

gl f(z)=—zz(zl_2)3 L 2=2
h) N
M=+ 70

2. Expanda las siguientes funciones en una serie de Laurent para las potencias indicadas y encuentre el
dominio de validez.

a) f(z)=(zf1) L (2+3)
b) f(z):(ziz) ; (2-i)
) f@=—= i @D

(z-i)

Para resolver estos problemas pueden resultar utiles las siguientes series de Maclaurin:

1 _ 2 3 4 5
Tow T WEWFRWAWIEW (Vélidas para |w| < 1)

(1+1W)2=1$2W+3W2qt4w3+5w43F6vv5 +ee
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e).- Propiedades adicionales de las series.

Para terminar nuestro estudio de las series de potencias para funciones complejas, vamos a revisar
algunos teoremas y resultados que nos pueden ser Utiles al trabajar con series de potencias, ya sean
desarrollos de Taylor o de Laurent para una funcién f(z).

i. Continuidad de una serie de potencias.

El siguiente teorema es una consecuencia importante de la convergencia uniforme de una serie de
potencias.

Una serie de potencias

e, (z-2,)
n=0

representa una funcién continua S(z) en el interior de su disco de convergencia, es decir, en todo z tal que
| Z-20| <R, donde R es el radio de convergencia.

Este teorema estd en linea con el teorema (demostrado anteriormente) que establece que una
funcién polinomial de z es analitica y continua en su dominio de definicion.

ii. Integracion y derivacidn de series de potencias.
Como se establecio en el teorema anterior, una serie de potencias de la forma

S(2)=>c,(z-2,)" (4.9)
n=0

representa (es decir, tiene como suma) una funcion continua en el interior de su disco de convergencia,
incluso se puede demostrar que la suma S(z) es analitica en dicho disco.

Lo anterior permite enunciar los siguientes dos teoremas.
Teorema de integracion. Sean C un camino interior al disco de convergencia de la serie de

potencias (4.9) y g(z) una funcién continua en C. Entonces, la serie formada multiplicando cada término
de la serie de potencias por g(z) se puede integrar término a término sobre C, esto es,

J.9@s@dz=Y ¢, [ 9(2)z-2)"dz 10

Teorema de diferenciacidn. La serie de potencias (4.9) se puede derivar término a término. En
otras palabras, en todo punto z interior al disco de convergencia de la serie se tiene que la derivada S’(2)
esta dada por

S'(z)=>.nc,(z—z,)"* (4.11)
n=1
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Los dos teoremas anteriores nos permiten afirmar que si una funcidn f(z) esta representada con
una serie de potencias en una region R, la serie que se obtiene por diferenciacién término a término
converge a f "(z) dentro de R.

Este procedimiento puede repetirse un nimero indefinido de veces.

También es cierto que si se integra término a término la representacion en serie de f(z) a lo largo

de una trayectoria contenida en R, la serie que resulta de esta operacidn converge a la integral de f(z)
efectuada a lo largo de la misma trayectoria.

Multiplicacion y divisidn de series de potencias

Para revisar la multiplicacién y divisién de series de potencias podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que cada una de las series de potencias

f(z)=>a,z" y g(z)= bz"
n=0 n=0

converge dentro de cierta circunferencia |z| = ro.

Las sumas f(z) y g(z) son entonces funciones analiticas en el disco |z| < ro, y el producto de esas
sumas tiene un desarrollo en serie de Maclaurin, que es valido en ese disco, dado por

f(2)9(z) = ZCnZn (4.12)
n=0
donde

¢, =D ab, (4.13)
=0

=~

La serie (4.12) es igual a la serie que se obtiene al multiplicar las dos series de f(z) y g(z) entre si
término a término y agrupando los términos que resulten con potencias iguales de z; a dicha serie se le
llama producto de Cauchy de las dos series dadas.

Por otra parte, para analizar el cociente de dos series de potencias, supongamos que la serie ¢(z)
# 0 en cierta vecindad del origen.

El cociente h(z) = f(2)/g(2) es analitico en esa vecindad y por eso admite un desarrollo de Maclaurin
dado por

h(z)=>d,2" (4.14)
n=0
donde do = h(0), d; = h*(0), d> = h*(0)/2!, etc.
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Algunos de estos primeros coeficientes se pueden encontrar en términos de los coeficientes an y
b, de las series de f(z) y g(2), al diferenciar sucesivamente el cociente f(z)/g(z). Los resultados son los
mismos que los que se encuentran al efectuar la divisidn de la serie de f(z) entre la serie de g(2).

También podemos encontrar estos primeros términos mediante el siguiente procedimiento.

Se tiene que
daz"
=0 _ Zdnzn
> bz" "
n=0
de donde

de esta forma,
dobo =8,
db, +db, =a,
d,b, +db +d,b, =a,
M

De la primera ecuacion de este sistema de ecuaciones, tenemos

a

d =2
0 bo'

e introduciendo este resultado en la segunda ecuacidon obtenemos

RN
"ob, B

Estos resultados nos permiten despejar d; de la tercera ecuacién:

g % ab+ab,  ab
2 h b b}
0 0 0

El procedimiento anterior puede repetirse para obtener cualquiera de los coeficientes d,, donde n
es tan grande como deseemos.

Este es un ejemplo de procedimiento recurrente o iterativo, en el que se usan los valores de d, d,,
..., On—1 ya calculados, para encontrar la siguiente incognita d.
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Ejercicios sugeridos.

Seccion 4a:

1.- Determine, en caso de existir, el intervalo de convergencia para las siguientes series, determinando el
valor central (a) y el radio de convergencia (p):

o) 1
a) Tyoot (x— )"

b) Ty (—1)" — (2x — )"

) n 2n
¢) Xrzozms (* — 1)
2.- Encuentre la Serie de Maclaurin para las siguientes funciones reales f(x):

a) f(x) =x%e*
b) f(x)=xe ?*
c) f(x)=xsin3x

3.- Encuentre la Serie de Taylor, centrada en el valor a dado, para las siguientes funciones reales f(x):

a) f(x)=sinx;cona=m/4.
b) f(x) =cosx;cona=m/3.
c) f(x)=1/x;cona=2.

4.- Considerando los ejercicios 2 y 3 anteriores.

a) Escriba los primeros 4 términos de las series encontradas y llamele f;,-,x(X), en cada caso;

b) Evalle fuprox(x) en x = ¢ para tener fu,0x(c). Considere ¢ = 0.1 para los ejercicios 2, y ¢ =
1.1a para los ejercicios 3.

c) Encuentre el error relativo que se tiene al considerar la serie parcial fg,rox(x) al evaluarla cerca
del valor central, para ello calcule el cociente fup,r0x(c)/f(C).
El error relativo nos da una idea de qué tan buena es una aproximacion o, en el caso del trabajo
en un laboratorio, de la calidad de una medicion.

Seccion 4b:

5.- Muestre que si

S
Il
=

entonces

s
|
Il
%]

S
Il
_

6.- Encuentre la regién de convergencia de

o (z+D)™
A Ln=0Gar i)



b) Xn=1 n2 3n (Z+1)

z-1
(=)™

n!

c) Xn=1

z+1

SOLUCION. (a) |z + i| < 1, (b) |25 < 3, () 2] < oo.

Seccion 4c:

7.- Usando la primera expresion dada en el problema 18, encuentre la expansion en Serie de Maclaurin
para la funcién

z z 1
f(2)= =— :
D=9 1+(z*/9)

SOLUCION, 2(3222 " (121<4B)

8.- Derive la serie de Maclaurin para la funcién f(z) = cos z, dada por

2n

cosz_Z( 1)" 2] (Iz]< )

a) Usando la definicion

eiz + e—iz
COSZ=——

e} n
y la serie de Maclaurin para e?, dada por €° = — (| Z|< oo).
—o N!
n=0

b) Mostrando que f@V(0)=(-1)" y f@(0)=0 (n=012,..).

9.- Muestre que cuando z # 0,

22

z

31 4
H 2 2 6 10

b) Sln(AZ):iZ_Z__'_Z__Z__’_
z z= 31 51 71

a) —2=—2+

ezll
¢ 7° 2z

1
+—+
2

10.- Suponga que cada una de las siguientes funciones se expande en una Serie de Taylor alrededor del
punto indicado. ¢Cual seria la region de convergencia de las series obtenidas? No realice la expansion.

sinz
a) ——2,=0
) z2+4’ 70

z
b) ——2z5=0
) ez+1’ 70
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z+3

—Dz-4) ' 20~ 2

c)

d) e % sinh(z+2);2y =0

eZ

m;Z():‘l-l

e)

f) zcoth2z;z,=0
g) secnz;z=1

SOLUCION. (a) |z| < 2, (b) |z| <m, (c) |z—2] <1, (d)|z| <o, (e)|z—4i|l <4, (f)lz|<m/2,
(8)lz—1]<1/2

Seccion 4d:
. . (1 .
11.- Encuentre la serie de Laurent que represente a la funcién f(z) = z2 sin (2—2) en el dominio 0 < |z| <

00,

) 2, (=" 1
SOLUCION. 1+ZL~ .
= (2n+D)! z

12.- Derive la representacion en Serie de Laurent

et 1 i(z+1)”Jr 1 1

— = > (0<z+1|<o0)
(z+1D)" e|(n+2)! z+1 (z+))

13.- Encuentre una representacién en potencias negativas de z, que sea valida cuando 1 < |z| < oo, para
1 1 1

la funcion f(z2)=—==-——.
afuncion 1(2) 1+z z 1+(Yz)

) 0 _1 n+l
SOLUCION. Z( )n
1 L

14.- Dé dos expansiones en serie de Laurent para la funciéon f(z) = y especifica la regién de

7°(1-2)
validez de cada una de ellas.

SOLUCION.ZZ“+1+i2 (0<z<D); —zin (1<|z|< o).
n=0 Z 1 n=3 Z

By z+1
15.- Represente la funcién f(z) =——

a) mediante su Serie de Maclaurin, y establece dénde es valida esta representacion;
b) mediante su Serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < oo.

SOLUCION. (a) —1—25‘;n (Iz<1); (b) 1+2§:Z—1n (1<zl< o)
n=1

n=1
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16.- Escriba dos Series de Laurent en potencias de z que representen a la funcion f(z) :ﬁ y
z(1+z

especifique en qué dominio son validas.

SOLUCION. (@) 3" (-1 2 + 2 (0qzj1); (0) S EDT (1 471c0)
z

2r|+1
n=0 n=1
17.- (a) Considerando que a denota a un numero real, donde —1 < a < 1, derive la representacion en
Serie de Laurent Sl za_

i |aMzkwy
n=1

(b) Después de escribir z = e'® en la ecuacién obtenida en el inciso anterior, iguale las partes real e
imaginaria a ambos lados de la ecuacion para derivar las siguientes formulas de sumas

asing
1-2acosd+a?

acosd—a’

Y a'cosn=——"———
< 1-2acosf+a

y Y a"sinng=
=1

Seccion 4e:

18.- Mediante la derivacién de la representacion en Serie de Maclaurin

1% iz” (Iz1<1)

n=0

obtenga las expansiones

- z) ;(nJrl)z (Izl<1)

o z) Z:(;nJrl)(n+2)zn (Izl<1)

19.- Mediante la sustitucién de 1/(1 — z) por z en la expansidn

@ z) nzt;(nJrl)z (Izl<1)

derive la representacion en Serie de Laurent
l:zw (1<| Z—l|< OO)

20.- Encuentre la Serie de Taylor para la funcién

11 1 1
z 2+(z-2) 2 1+(z-2)/2

alrededor del punto z, = 2. Luego, mediante derivacion de la serie término a término, muestre que

Z-:-Z( )" (n+1)(Z 2] (1z-2]<2).
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5.- Teoremas de Cauchy y del Residuo

a) Introduccion.

b) Puntos singulares aislados.

c) Residuo.

d) Teorema de Cauchy.

e) Residuosy polos.

f)  Ceros de funciones analiticas.
g) Aplicacién de los residuos.

a).- Introduccion.

El teorema de Cauchy-Goursat, visto anteriormente, establece que si una funcion f es analitica en
todos los puntos interiores a un contorno cerrado simple C y sobre él, entonces el valor de la integral de
dicha funcién f es cero alrededor de dicho contorno C, a saber

J'f(z)dz =0

Sin embargo, si la funcién falla en ser analitica para un nimero finito de puntos interiores a C
veremos a continuacién que existe un numero especifico llamado residuo, para cada uno de los puntos
donde f no es analitica, que contribuye al valor de la integral.

Asi que en lo que sigue desarrollaremos la llamada teoria de los residuos, mediante el enunciado
de algunos teoremas que nos seran de vital importancia, entre ellos, el teorema de Cauchy para el residuo.

Finalmente, veremos algunas aplicaciones de esta teoria en algunos problemas donde se
requieran calcular integrales, tanto para funciones complejas como para funciones reales.

b).- Puntos singulares aislados.

Para definir qué es un punto singular aislado debemos recordar que un punto zo se llama punto
singular de una funcion f si la funcidn f es no analitica en zp pero si lo es en la vecindad de zo.

Punto Singular Aislado

Un punto 2o se dice que es un punto singular aislado de una funcion f(z), si este es singular vy,
ademas, existe una vecindad de z; en todo punto de la cual f(z) es analitica excepto en ese punto.

Es decir, Zo es un punto singular aislado si f(z) es analitica en una vecindad 0 < |z — zg| < &.
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Ejemplos.
i.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) definida por

sinz
f — .
@) z—4i

Solucidn. Se tiene que z = 4i es el Unico punto singular de la funcién f(z), dado que f(z) es el cociente
de las funciones enteras f1(z) = sin z y f2(z) = z - 4i, siendo 4i el Unico cero de f2(z). Asi que z = 4i es un
punto singular aislado.

ii.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) dada por
z+1

O

Solucién. En este caso tenemos tres puntos singulares aislados, a saber, z7 =0, z; = i y Z3 = -i. Dado
que f(z) es el cociente de las funciones enteras f1(z) =z + 1y f2(z) = z(z° + 1), siendo 0 y #i los Unicos
cero de f(2). Asi que estos tres puntos son singulares aislados.

iii.  Encontrar los puntos singulares aislados de la funcién f(z) definida por

f(z):@'

Solucidn. En este caso, la funcion f(z) tiene los puntos singularesz=0vy N
z=1/n(con n=+l1, £2, £3, ...), todos ubicados sobre el eje real entre
z=-1yz=1.Todos los puntos son singulares aislados excepto z = 0. El P I

punto singular z = 0 no es aislado porque cualquier vecindad alrededor / .
de z = 0 contiene otro punto singular de la funcién.

]
1
3 . o) . \ O tm
Mds precisamente, cuando especificamos un radio & para la \ /

vecindad, tal como se muestra en la figura, habra un entero positivo m S _-
talquem>1/¢& Estollevaaque 0<1/m<g loqueimplicara que el
punto z = 1/ m siempre queda dentro de la vecindad [z| < &

Tipos de singularidades aisladas

Antes de revisar los diferentes tipos de singularidades aisladas, vamos a definir la parte principal
de un desarrollo de Laurent.

Definicion. Sea
f(z a(z—-z + (5.1)
( ) 2, ( ) 2 (Z Zo)

el desarrollo de Laurent para la funcion f(z) alrededor del punto singular aislado zo. La parte del desarrollo
de Laurent de f(z) que tiene potencias negativas de (z - Zo) se denomina parte principal de f en z.

En otras palabras, el término

0 bn
Z (Z - Zo)n

n=1

es la parte principal de f en z,.
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Un ejemplo.

1
2(z-))

en cada uno de sus puntos singulares.

Determine la parte principal de f(z)=

Solucidn. En este caso, los puntos singulares aislados sonz; =0y 2, = 1.

i.  Eldesarrollo de Laurent para f(z) alrededor de z; es
f(2) =—£Zz” +lj
n=0 Z

de donde se deduce que la parte principal de f(z) enz; =0 es (_lj
z

ii.  Por otra parte, el desarrollo de Laurent para f(z) alrededor de z; es

1
z-1

f(2) :i(—l)”*l(z—l)" .

de donde se deduce que la parte principal de f(z) enzz = 1 es (Lj
z-1

En ambos casos se ha utilizado el desarrollo de Maclaurin
1
— =Imw+w> mw® +w* mw® +L
1+w
el cual es vélido para |w| < 1.

Polo de orden m
Definicién. Sea zp un punto singular aislado de una funcién f(z). Se dice que zp es un polo de orden m de f
si el desarrollo de Laurent para f(z) (ecuacion 5.1) toma la forma

_N oy, B b, b,
f(z)_nzz;‘an(z Z,) +(z—zo)+(z—zo)2+'"+(z—zo)m (5.2)

donde bm #0 y b1 = bz = ... = 0.

En otras palabras, la parte principal de f en zy posee el coeficiente bm # 0 y los siguientes
coeficientes son cero. Los coeficientes anteriores a bm no necesariamente son nulos, pero pueden serlo.
En el caso en que m =1, zp se denomina polo simple.

La definicién anterior nos indica que para determinar si zg es un polo de f(z), previamente se debe
tener el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zo; lo anterior no es practico, pero siempre es valido.
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Existen otros procedimientos mas adecuados para verificar si un punto es o no un polo. El siguiente
teorema nos muestra un procedimiento para verificar si un punto es un polo sin necesidad de construir su
serie de Laurent.

Teorema. Si f(z) tiene un polo en 7, entonces lim | f (z)| =00.
Z*)ZO

Demostracion. Sea f(z) una funcién con un polo de orden m en 2o, por lo que el desarrollo de Laurent para
f(z) toma la forma

f@)=Ya, -2+ 2 b, it

+ ot
(z-z) (z-1,)° (z—12)"

donde bm # 0. Multiplicando ambos lados por (z — zp)™ tenemos
(z—z)"f(2)= Zan(z —2,)""+b,(z—2,)"" +b,(z—2,)" +...+b,
n=0
Del resultado anterior tenemos
lim[ (z-2,)" f (2) | =h,

como
|(z—20)"] — 0, cuando z — 2o,
la ecuacion anterior indica que

lim| f (2)| =0,

77,

con lo que se demuestra el enunciado del teorema.

El teorema anterior no sélo nos permite identificar si un punto es un polo, sino también el orden
del mismo. Basdndose en este teorema, las siguientes reglas nos permiten identificar el orden del polo.

e Reglal. Sea zp un punto singular aislado de f(z2). Si existe el
lim[ (z-2,)" f(2) ]

y si dicho limite no es cero ni infinito, entonces f(z) tiene un polo de orden m en zo.

e Reglall. Siel polo de f(z) en 25 es de orden m, entonces
0 n>m

lim| (z-z,)"f(2) |=
im{(e-2)'1@]-{) 07"
Un ejemplo.

Establezca el orden de los polos que presenta la funcidn

1

"M@=

Solucidén. En este caso vemos que f(z) presenta polos en z = 0y z = 3i. Asi que analicemos estos polos por
separado.
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i Paraz = 0 se tiene que

. . 1 1
lig| f (2)| = ling -3 0
por lo que efectivamente z = 0 corresponde a un polo de f(z). Veamos ahora de qué orden es
este polo.
Sea m un entero positivo, asi que
0 m>2
. | ™ i
lim{ z"f(z) |=lim =4=- m=2
z—>0|: ( ):I z—>0|:z_3i:| 3
o m<2
Lo anterior significa que z = 0 es un polo de orden 2.
ii.  Paraz=3isetiene que
. . 1 1
lim| £ (2)] =lim|———3|=5 ="
por lo que efectivamente z = 3i corresponde a un polo de f(z). Veamos ahora de qué orden es
este polo.
Sea m un entero positivo, asi que
0 m>1
. -\m - (Z_3i)m7:l l
im| (231 f<2>]—!£2{z—z]— g -
o m<l1l

Lo anterior significa que z = 3i es un polo de orden 1.

En problemas relevantes de la Fisica es comun encontrarse con situaciones en las que se requiere
determinar el orden de los polos de una funcién de la forma

()P
e

Por lo que a continuacién estableceremos un teorema que nos permite identificar si un punto es un polo,
asi como el orden de este, para una funcion racional f(z).

Teorema. Sea 2o un punto del plano complejo. Sea f(z) una funcidn tal que

z
f(z) :%
donde p(z) y q(z) son analiticas en zo y p(zo) # 0. Entonces, Zp es un polo de orden m de f, si y sélo si,
42) =q’(20) = - - - =™ Y(z0) = 0
Y
q™(z0) # 0.
Demostracion. Supongamos que p(zo) #0, 9(z0) =’ (z0) = --- = g™ Y(z0) =0y q™(z0) # 0.
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Si p(z) y q(z) son analiticas en zp con p(zo) # 0y q(z0) = 0, entonces Zy es un punto singular aislado
de f(2). Por otra parte, como ((2) es analitica en Zo y q(20) = 9°(20) = - - - = ™ P(z0) = 0y q™(z0) # O,
entonces el desarrollo de Taylor de g(z) alrededor de zg es

q(2) =Y a,(z-2,)"
luego

q(z) S nem
———=a,+ a,(z—-1z,)
(Z_Zo) n:zmﬂ °

por tanto,

lim —4)_

—=a,#0
21, (Z_ZO)

m

De esta forma,

lim| (z-2,)" f(z) | =lim| (z- mﬂ}
lim[ (2-2,)"(2)] Zgg{(z %" 4

tim[ (2~ 2,)" £ (2)] = lim W))(!L“; %]

= p(ZO)[ij #0, 00,
a

m

Lo cual indica que zg es un polo de orden m de f(z).

Un ejemplo.

, asi como el orden de estos.

Sinz

Establecer los puntos singulares aislados de la funcion f(z) =

Solucidn. En este caso se tiene que
z
a(2)
con p(z) = €’y q(z) = sin z; en ambos casos, advertimos que se trata de funciones analiticas.
Analizando los ceros de ¢(z) encontramos que los puntos singulares aislados de f(z) son

Zn=nm,conn=0,=+1,£2, ...

De esta forma, p(z,) # 0, q(zn) =0y q’(zn) # 0, para todo n. Por tanto, z, es un polo simple de f(z)
para todo n.

Un ejercicio.
1

_— (revisada anteriormente) y corrobore sus
z°(z-3i)

Realice el mismo andlisis para la funcién f(2)=

resultados previos.
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Punto Singular Esencial

Definicion. Sea zo un punto singular aislado de una funcién f(z). Se dice que zp es un punto singular
esencial, si la parte principal de f en z; tiene un nimero infinito de términos diferentes de cero.

De la definicidn de punto singular esencial, se deduce que zp es un punto singular esencial de f(z),
siy sdlo si,

lim f(2)
77,
no existe (ni finito ni infinito).
De esta forma, para determinar si un punto singular aislado zp es o no un punto singular esencial
de (z), no es necesario construir el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zo.

Un ejemplo.

Demostrar que Zo = 0 es un punto singular esencial de f(z) = e'”.

Solucidn. De acuerdo al teorema anterior debemos verificar que

. 1
lim e:

77,
no existe.

Para ello, podemos ver que si nos acercamos al origen por larectay =0, x > 0, vemos que la
funcion f(z) crece sin limite cuando X — 0; mientras que si nos acercamos al origen por la recta y = 0,
X <0, vemos que la funcidn f(z) tiende a cero cuando x — 0.

Con lo anterior, podemos concluir que se satisface el teorema ya que el limite no existe, por lo que

podemos afirmar que Zo = 0 es un punto singular esencial de f(z) = e

Por otro lado, si nos decidimos por utilizar la definicién de punto singular esencial, es necesario
recordar que el desarrollo de Laurent de e*? alrededor de zo = 0 esta dado por

= 1
~'nlz"

e¥? =1+

para todo z tal que |z| > 0.

Observamos que la parte principal posee infinitos coeficientes distintos de cero, por lo tanto,

20 = 0 es un punto singular esencial de la funcién f(z) = e

Punto Singular Removible

Definicidn. Sea zo un punto singular aislado de una funcién f(z). Se dice que zp es un punto singular
removible, si todos los coeficientes de la parte principal de f en zp son cero.

Si Zo es un punto singular removible de f(z), el desarrollo de Laurent (5.1) toma la forma

f@)=3a,2-2,)"

de donde se deduce que

lim f(z) =4a,.
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Por lo tanto, para determinar si un punto singular aislado zo es un punto singular removible de f(z), basta
con verificar que

lim f(2)

-7,

existe y es finito.

Un ejemplo.
. _ . . sin z
Verificar que zo = 0 es un punto singular removible de f(z)=——.
z
Solucidn. Para verificar lo solicitado bastara mostrar que

| sinz

157, 7

existe; asi que aplicando la regla de L'Hopital se tiene que

sin z coSz
lim—=Ilim——=1

152y 7 -7 1

por lo tanto, al existir el limite, se demuestra que zp = 0 es un punto singular removible de la funcién
sin Z

f(z2)=—

c).- Residuo.

Definicion. Sea f(z) una funcidn analitica sobre un contorno cerrado simple C y en todo punto interior a
C, salvo en zo. El residuo de f(2) en 2o, que se denota por Res[ f (Z)]z—z , esta definido por
—“0

Res[ f(2)] _ =—j f (2)dz

Cuando 7o es un punto singular aislado de una funcién f, hay un nimero positivo R, tal que f es
analitica en todos los puntos z para los cuales 0 < |z — zg| < R..

Consecuentemente, la funcion f(z) tiene una representacion en serie de Laurent
f(z)=2 a,(z- &+Z
n=0 ( _Zo)

donde los coeficientes an y by tienen cierta representacion integral vista anteriormente.

En particular, los coeficientes de la parte principal (bn) estan dados por

=LJ'—( f(z)dz (n=12,..)

H —n+l
27 (z— Zo)
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donde C es cualquier contorno simple cerrado orientado A
positivamente alrededor de zp que queda dentro del disco perforado
0 <z — 20| < Ry, tal como se muestra en la figura.

Cuando n =1, la expresion para b, anterior se reescribe como

1
bl=%lf(z)dz

de donde
j f (z)dz = 27ib,

C

Si se compara esta Ultima expresién con la definicion de residuo uno encuentra que el nimero
complejo b1, que corresponde al coeficiente de 1/(z — zy) en el desarrollo de Laurent para f(z), es
precisamente el residuo de f en el punto singular aislado z, por lo que podemos escribir

Res| f (z)]zzzo =h

Con todo lo anterior, podemos concluir que el residuo de la funcién f(z) en el punto singular aislado
2o es igual al coeficiente de (z —20) * en la serie de Laurent que representa a f(z) en una regién anular dada
por 0 < |z — zo| < Ry, para cierto nimero real Rz > 0.

Si usamos la definicidn de residuo, y este uUltimo resultado, encontramos una expresién muy util
para calcular ciertas integrales alrededor de contornos cerrados simples, a saber

j f(2)dz = 2ziRes[ f(2)],_,

C

siempre y cuando estemos en condiciones de poder evaluar Res[ f (z)]

2=7, "

Un ejemplo.

Calcule la integral

J‘ e¥’dz ’

Cc

v

donde C es el circulo unitario centrado en el origen, tal como se
muestra en la figura anexa.
Solucién. Como el integrando e'? es analitico en todo el plano

complejo excepto en el origen, entonces tiene una representacion en
series de Laurent la cual es valida para todo z tal que 0 < |z| < oo; por lo que, acorde con lo visto anterior
mente, el valor de la integral es 27i veces el valor del residuo de f(z) en el punto z = 0.

Por lo que haremos uso del desarrollo de Laurent para la funcion f(z) = e alrededor del punto
z =0, encontrado previamente, y que esta dado por
=1
~n!z"

eV =1+
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De este resultado, vemos que el residuo de f(z) en el puntoz =0 es

Res[f(2)],, =Res[e’"] =1
por lo que

Ie”zdz =27
C

Otro ejemplo.
Considere la integral

Jzzsin(ljdz y,
2 z

donde C es el circulo unitario orientado positivamente centrado en 0 1

el origen, a saber, |z| = 1.

Solucidn. Para determinar el residuo, retomamos la representacion
en series de Maclaurin para sen z, a saber

3 5 7

sinz=z_2 .2 _2Z . (Vélidapara |z| <)

3t 51 71
y la usamos para escribir

zzsin(lj— 11,11 11 (Vélidapara0<|z <o)
Z

Como podemos ver, el coeficiente de 22, y que corresponde al residuo del desarrollo, es 1 por lo que
3!
_|.z2 sin (ljdz =27i (—i] -iZ
2 z 3! 3

Un ejemplo adicional.
Muestre que

J‘ej/zzdz=0

Cc

Solucidon. Considerando que la serie de Laurent para el integrando esta dada por

vt _. N1
e _1+§
~inlz?"

Vemos que el coeficiente de 2! es cero, ya que en la serie n = 1 corresponde a z%, con lo que se demuestra
lo pedido.
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Ejercicios.
Use las ideas anteriores para evaluar la integral de cada una de las siguientes funciones alrededor del

. . 3 . .
contorno C dado por la circunferencia |z — §| = 2 orientada positivamente:

5

a) f(2) =1f23
RO :1+122
A t(2) =%

Soluciones: (a) -27i/3; (b) 0; (c) 2.

d).- Teorema de Cauchy.

Si una funcion f es analitica en la regidn interior a un contorno simple cerrado C, excepto en un
numero finito de puntos, estos puntos singulares son aislados, tal como lo vimos anteriormente. El
siguiente teorema hace uso de este resultado y se conoce como Teorema de los residuos de Cauchy.

Teorema. Sea C un contorno cerrado simple orientado positivamente. Si una funcion f es analitica dentro
y sobre C, excepto en un nimero finito N de puntos singulares zx (k = 1, 2,..., N) interiores a C, entonces

j f(z)dz = 27riZN: Res[ f (2)],.,

Demostracidon. Para probar este teorema consideremos A
circunferencias orientadas positivamente Cy, lo suficiente-
mente pequefias para que no tengan puntos en comun,
centradas en las singularidades zx e interiores al contorno
C, tal como se muestra en la figura.

Las circunferencias C, junto con el contorno C,
forman el contorno de una region cerrada en la que f es
analitica y cuyo interior es un dominio multiplemente
conexo. Asi que, una vez aisladas las singularidades, podemos aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat el
cual establece que “si una funcidn f es analitica en todos los puntos interiores a un contorno, entonces el
valor de la integral de dicha funcion f es cero alrededor de dicho contorno”, en este caso podemos escribir

jf(z)dz—ZN:j f(2)dz =0

k=1¢,

0

gue se reduce a la expresion del teorema, ya que

j f (2)dz = 27iRes[ f (2)]

Ck

7=7;

con lo que queda demostrado el teorema de los residuos de Cauchy.
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Un ejemplo.

Calcular la integral

J. 7-2 dz
22(z-1)

donde C es la circunferencia |z| = 3 orientada positivamente.

Solucién. Sea f(z) = . Los puntos singulares de f son z; = 0 y z, = 1. Se observa que ambos son

Z —_
2(z-1)
puntos interiores de C, ademas, 71 y Z son polos simples de f. De esta forma,

-2
Res| f (Z)]z:zo = Res{ 22 _DLO =2

z-2
Res| f (Z)]z=zo = Res[ G _1)11 =-1

Como 21 y Z, son puntos singulares aislados de fy f es una funcidn analitica en C y en su interior, salvo en
21y 22, entonces por el Teorema de los Residuos

[ Z(ZZ‘_zl) dz = 27i[2+ (-1)] = 2i

Otro ejemplo.

Calcular la integral

[(1+z+2° )(e% reltn e%”))dz

C
donde C es un contorno cerrado simple que contiene en su interior a los puntos 721 =0,z, =1y z3=2.

Solucidn. En este caso, tenemos que
f(2)=(1+z+ 22)(193/Z Lol e%z—Z)j

la cual puede ser reescrita como la suma de las funciones fi(2), f2(z) y f3(z) definidas, respectivamente,
como

f(z)= e (1+z+2°)
f,(z) = e/ (1+z+2%)

f,(2) = e/t (1+ Z+ 22)

Calculemos el residuo de fi(z) en z; = 0. Se tiene que f2(2) y f3(z) son analiticas en z; = 0, luego poseen
desarrollo de Taylor. De esta forma, el residuo de f(z) en z; = 0 viene dado por el coeficiente de z* en el
desarrollo de Laurent de fi(z) alrededor de z1 =0,
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vélida para 0 < |z| < 1. De aqui se deduce que

11
Res] f (z)]zlz0 :l+E+E:_

Ahora calculemos el residuo de f2(z) en z; = 1. Se tiene que f1(2) y f3(z) son analiticas en z = 1, luego poseen
desarrollo de Taylor. De esta forma, el residuo de f(z) en z, = 1 viene dado por el coeficiente de (z - 1)* en
el desarrollo de Laurent de f2(z) alrededor de z; = 1,

@=Lz 2t) o0 10 (2-2)+2)+ ((2-2) )
f,(2) =09 2+ (2-1)+((2-1) +1) )

fz(z):(3+3(z—1)+(z—1)2)[z (z-1)" }

0

3 2 3 2
=y —(Z-D)"+Y —(Z-)7"+ Y —(z-1)*"
nZ:;,n!( ) ;n!( ) ;n!( )
vélida para 0 < |z - 1| < 1. De aqui se deduce que

3
Res[f(z)] _3+5+€:_

Finalmente, calculemos el residuo de f3(z) en z; = 2. Se tiene que f1(2) y f2(2) son analiticas en z3 = 2, luego
poseen desarrollo de Taylor. De esta forma, el residuo de f(z) en z; = 2 viene dado por el coeficiente del
término (z - 2)* en el desarrollo de Laurent de f3(z) alrededor de z3 = 2,

f,(z) = o/ (1+ Z+ 22) /6 (1+((z -2)+2)+((z —2)+2)2)

f3(z):(7+5(z—2)+(z—2)2){zn—(z 2)" }

_ S 7 1-n 2-n
Zm(z 2)™" +Z—(z 2) +Z (z 2)
vélida para 0 < |z - 2| < 1. De aqui se deduce que

Res[l‘(z)]23:2 =7+g+%:5—:

Con estos resultados, y usando el teorema de los residuos de Cauchy, tenemos que

I(l+z+22)(}/+ey‘”+e% 2)jdz 27 {1§+268 568} 327i

C
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Ejercicios.

Use el teorema de los residuos de Cauchy para evaluar las integrales, sobre la circunferencia |z| = 3
recorrida en sentido positivo, de las funciones

-7

a) f(z):ez—2

-7

b __ e

) f(2) 1

I o=z
f(z)=z"exp 3

9 f(Z):zzzir:ZLz

Soluciones: (a) -2mi; (b) -2ri/e; (c) wi/3; (d) 2mi.

Cdlculo de residuos mediante fracciones parciales
En situaciones en las que tenemos una funcion racional f(z) de la forma

z
q(2)
donde q(z) es un polinomio de grado mayor al de p(z), es posible usar la expansion en fracciones parciales
para encontrar los valores del residuo, tal como lo establece el siguiente teorema.

Teorema. Sea f(z) una funcidn racional, con N polos simples z, entonces la expansidén en fracciones
parciales de f(z) tiene la forma

f(z)'A&JrA2+A3++AN

T@-n) (-z) (@-z) T (2-1)

donde los nimeros complejos Ay, denominados coeficientes de la expansion, estan dados por

A =Res[f(2)],, =[(z=2)T(2)]., -

e).- Residuos y polos.

Hasta aqui, cuando una funcién f(z) tiene una singularidad esencial en 2o, la Unica manera que
tenemos para determinar el residuo en dicho punto consiste en obtener el desarrollo de Laurent alrededor
de zo y elegir el coeficiente apropiado, correspondiente al término (z - zo)* de la parte principal de dicho
desarrollo.

Pero si la funcion tiene un polo en Zp no es necesario obtener todo el desarrollo de Laurent
alrededor de zp para encontrar el coeficiente que buscamos.
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Existen diversos métodos de los que podemos echar mano siempre y cuando sepamos que la
singularidad es un polo, uno de ellos es el siguiente teorema que nos permite identificar si un punto zp es
un polo de f(z) y, ademas, nos dice cémo calcular Res[ f (Z)]Z -

=40

Calculo del Residuo en un Polo

Teorema. Sea f(2) una funcién de variable compleja. Supongamos que para cierto entero positivo m, la
funcién

#(z)=(2-12,)" f(2)

se puede definir en zo de modo que sea analitica ahiy ¢(z0) # 0. Entonces f(z) tiene un polo de orden m en
Zo, Y su residuo ahi esta dado por

(m-1)
Res[f(2)],., :¢(m——(12)l)

Vale la pena notar que en el caso en que el polo es simple (m = 1), la expresion anterior se reduce a
Res| f (Z)]z:zo =¢(z,) -

Demostracion. Considerando que ¢(z) es analitica en zp, admite un desarrollo de Taylor alrededor de zo,
tal que

¢ (Z ) ¢"(Zo) ¢ (2,)

(m-1)! (2-2)""

) (2) =p(2) +—-(2-12,) + (2-25) +.+

© (n)
£y

en algln entorno |z2-20| < &.
Asi que podemos escribir f(z) como

$'(z,) ., $"(2) ., 2 ¢(m Y(2,) (m-1)
f(Z)—( 0) {(ﬁ( )+—1! (z Zo)+—2! (2-25)"+.. m 1)|( Z,)

(n)
Z ¢ n(zo) (Z O)ni|

#z) @)  9@) ¢V (z,)
(2-2,)" Wz-2z,)"" 2Wz-2z))"* ~ (m-DYz-2z,)

(n)
z ¢ (Zo) (z—2,)""

n=m

f(2) =

cuando 0 < |z-z9| < &.

Este desarrollo en serie de Laurent, junto con el hecho de que ¢(zo) # 0, implica que
e Zjes, en efecto, un polo de orden m de f(2); y
o el coeficiente de 1/(z - Zo) confirma que el residuo de f(z) en zo es

(m-1)
Res[ (2)],, = qj(m—_(lz)-)
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Con lo que se demuestra el teorema.

Ejercicios.
Use el teorema anterior, donde aplique, para evaluar los residuos de cada una de las siguientes funciones:

-z

) 1@0=g
b) f(z)=1+122

) f(z)=%

d) f(z):%
e) f(Z)ZeZ—:

f) f()=2° exp(%)

Z5

1-72°

g) f(2)=

Residuos al infinito
Teorema. Si una funcion f es analitica en todo el plano finito a excepcidn de un nimero finito de puntos
singulares interiores a un contorno cerrado simple C orientado positivamente, entonces

[ f(2)dz = 27iRes| = f (lj
c YA z 1y

f).- Ceros de funciones analiticas.

Hay una relacidn estrecha entre los ceros y los polos de una funcién, de hecho mas adelante
veremos cdmo los ceros pueden llevar a polos; sin embargo, previo a ello, veamos algunas ideas que nos
pueden ser utiles en esto.

Anteriormente hemos visto que si f es una funcién analitica en un punto zo, entonces existen todas
sus derivadas f(zo) (paran =1, 2, ...); lo anterior permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema. Una funcion f analitica en zo, tiene un cero de orden m en Z; si, y solo si, existe una funcién g,
analitica y no nula en 2o, tal que

f@)=(z-2)"9(2)
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Demostracion. Partiendo de que g es analitica y no nula en zo, podemos hacer un desarrollo de Taylor para
9(2)

g(o) g(o)

92) = 9(2)+ L1 (2-2) + L1 72+ T oyt

vélido en un entorno |z - Zg| < &.

Con esto, podemos escribir f(z) como
(@)= 9()-2)"+ 8B (g L) gy, S g sy

gue al comparar con su serie de Taylor

R ICARRA DTG A S I ) A
(m-1)
f(m)(zo) (Z o) + (m+l)( 0)( )m+1 L
(m+1)!
vemos que
f(z,)=1'(z0)=F"(z0) = f(mil)(zo) =0
y

(m)
9(z) =2

Esta Gltima expresion nos lleva a que f™(z0) = 0, lo que implica que efectivamente zo es un cero de orden
m de f, con lo que se demuestra en un sentido el teorema.

De manera reciproca, se puede partir de que Zo es un cero de orden m de f, lo que implica que el
desarrollo de Taylor tiene los primeros m términos son cero, de tal forma que

© (n)
(@=3 B gy

(m+l) (Zo)

(m+1)!

(m)
f ( 0) (Z_Zo)m+1+L

f(2)=—71+

(z—z))" +
es decir,

f(Z) _ (Z—Zo)m f(m)(zo) ) (m+1)(ZO) (Z ) w(z ZO) L

e (me) (m2)!

de donde vemos que g(z) tiene la forma
f(’"’(zo) f ™ (z

m! ( !

(m+2) (Zo)

(m+ )!

0) (Z )

9(2) = (z-2,)* +L

con

(m)
9(z) =%

Lo que completa la demostracion del teorema.
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Un ejemplo.
Considerando la funcién f(z) = z° + 4, identifique y clasifique el (o los) cero(s).
Solucion. Los ceros de f(z) son zo = +2i, ya que f(z) = (z + 2i)(z - 2i)

= Considerando zo = +2i, escribamos ¢(z) como

fz) _(z+2i)(z-2i)

(z—2z,)" (z—-2i)"

que resulta diferente de cero en zp = 2i cuando m = 1, por lo que zo = +2i es un cero de orden 1.

g9(2) =

= Considerando 2o = -2i, escribamos g(z) como
z+2i)(z-2i
g(z) =222 =2)
(z+2i)

que resulta diferente de cero en zp = -2i cuando m = 1, por lo que zo = -2i es un cero de orden 1.

Para continuar, establecemos un par de teoremas Uutiles.

Teorema 1. Dados una funcion f(z) y un punto z, supongamos b
que T
e \\
i. fesanalitica en zg ; P N
.. . gz . . p / -~ D \\ \
i. f(z0) =0, pero f no es idénticamente nula en ningln / / | \
\
entorno de 2o. | / i !
VL e / i
Entonces f(z) # 0 en algln entorno perforado 0 < |z -7z <e. \ s % /
AY S _ =7 - /
AN N[}/’
0 S L
Teorema 2. Dados una funcidn f(z) y un punto zo, supongamos Tt T

que

i.  fesanalitica en un entorno No de 2o
ii.  f(z0)=0yf(2) =0, en todos los puntos de un dominio D o de un segmento recto que contengan a
Zo.

Entonces f(z) =0 en Ng; esto es, f(2) es idénticamente nula en el entorno Np.

Una vez establecidos los teoremas anteriores, vamos a ver el teorema que muestra como los ceros de
orden m de una funcion f pueden producir polos de orden m.

Teorema. Supongamos que

i.  p()yQq(z) son funciones analiticas en el punto zg
ii.  p(zo) 20y q(z) tiene un cero de orden m en 2.

Entonces el cociente p(z)/q(z) tiene un polo de orden m en 2.
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Demostracion. Puesto que ( tiene un cero de orden m en Zo, el teorema 1 anterior implica que existe un
entorno perforado de zp en el cual g(z) es distinto de 0, con lo que g es un punto singular aislado del

cociente p(2)/q(2).

Por otro lado, podemos escribir
q(2)=(2-2,)" 9(2)
donde g es analitica y no nula en 2o, lo que a su vez, permite escribir
p(Zy
P _ /4
A2 (z-2)

Como p(z)/g(z) es analitica y no nula en 2o, se sigue que Z es un polo de orden m de p(z)/q(2).

Un ejemplo.

Las funciones p(z) = 2y q(z) = z° + 4 son enteras, y ademds sabemos que ((z) tiene un cero de orden
m =1 en el punto zo = 2i . Por lo tanto, el teorema anterior implica que la funcién f(z) definida como

_P@) __ 2
f)= q(z) z°+4

tiene un polo de orden m = 1.

El teorema anterior pone a nuestra disposicion otro método para identificar los polos simples y
calcular los residuos correspondientes que, en ocasiones, resulta mas facil de aplicar que los
procedimientos vistos anteriormente.

Teorema. Sean p y g funciones analiticas en un punto Zo. Si

P(z0) #0,9(z0) =0y q’(20) £ 0

Zo es un polo simple del cociente p(2)/q(z) con

RES{M} _ h(z)
a(2) J,., 9'(z)

Demostracidon. Observemos que, dadas las condiciones impuestas, zo es un cero de orden m = 1 de la
funcién g. Asi pues

q(z) = (z - 20)9(2)
donde g(z) es analitica y no nula en z.
Ademas Zo es un polo simple del cociente p(2)/q(z), que puede escribirse como

p(2)
p() _ 9(2)

a(z) -1,

Ahora bien, p(z)/g(z) es analitica y no nula en 2o, asi que recordando el teorema para el célculo del residuo
en un polo simple, a saber
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Res[f(2)],., =4(z,) donde ¢(z) =(z-2,) f(2),

podemos escribir

Re{p(z)} _ P(z))
a2 |, 9(z)

Pero como ((z) = (z - 20)9(z), podemos derivar con respecto a z y evaluar en z = z;, para obtener
sucesivamente

q’(2) = (2-20)9(2) + (2 - 20)g"(2)
9’(2) =9(2) + (- 20)g’(2)
0’ (20) = 9(20) + (20 - 20)g(2)

con lo que, finalmente, se tiene

Res[p(z)} _ P(z)
a(z) J,., 9'(z)

lo que demuestra el teorema.

Un ejemplo.

Usando el teorema anterior, demostrar que el punto z = 0 es un polo simple de la funcién

f(z):cscz:_i
sinz

y que su residuo es 1.
Solucioén. A partir de la expresion para f(z), identificamos

p(z)=1

q(z)=sinz
A continuacién verificamos las condiciones que deben cumplir p(z) y q(z), a saber

P(z0) # 0, G(20) =0y q’(20) # 0

que en este caso resultan

p(0) =10,

g(0)=sen0=0

g’(0)=cos (0)=1+#0
Por lo que podemos concluir que z = 0 es un polo simple de csc z.
Mientras que para calcular el residuo, usamos

Res[p(z)} _ P(z)
a(z) J,., 9'(z)

es decir
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Res[cscz] = % =1

Otro ejemplo.

Pruebe que

Res[zsecz] = =(-1)""z,

=1

donde

conn=0,+1,+2, 43, ...

Solucidn. En este caso, aunque no vemos el cociente, este aparece cuando escribimos f(z) como

z
f(z)=zsecz=——
COSz

de donde podemos identificar

p(z) =12
q(z) =cosz

A continuacién verificamos las condiciones que deben cumplir p(z) y q(z), a saber

P(z0) 0, 0(z0) =0y q’(z0) # 0

{3 ){5 )0
q(%+ nﬁj X cos(%+ n;zj = cos[%}cos(nn) —sin(%)sin(nﬁ) =0

q'(%+ nﬂj = —sin(%+ WTJ
- i = Jos(ne)sin(ne)os| %

=—cos(nr)=—(-1)" = (-)"*

que en este caso resultan

Por lo que podemos concluir que la funciéon
z
f(z)=zsecz=——
cosz
tiene un polo de orden m = 1 en todos los puntos

n

Z :%+n7r con n=0,+1+2,...
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Para calcular el residuo, usamos Res[M} :M
a(2) I, 9'(z)

es decir

c0SZ (-t 2

o1 (5w
Res[zsecz]_ =Res [—} =L (™! [ﬁ + nﬂj

con lo que se llega al resultado deseado.

g).- Aplicacion de los residuos.

Calculo de integrales impropias.

En calculo, la integral impropia de una funcién f(x) sobre la semirrecta x > 0 se define como
" (x)dx = lim [ f (x)d (1)
Jo T oo =lim [ (ogx

Cuando el limite existe se dice que la integral impropia es convergente y que converge a dicho limite.
Si f(x) es continua en todo X, su integral impropia sobre la recta -co < X < o se define como
Tt gdx = lim [* f()dx+ lim [ f(x)d (2)
[ T ooax= lim [ Sooxfighl,” f 0oa

y cuando los dos limites existen se dice que la integral impropia converge a la suma de ambos limites.

Definicién. Esta ultima integral tiene otro valor asignado conocido como valor principal de Cauchy (VP)
gue se define como el nimero

VP[ [ f(x)dx] = 1im [ £ (x)dx

siempre que este limite exista.

Es importante mencionar que si la integral dada por la ecuacién (2) es convergente, su valor
principal de Cauchy (VP) existe; sin embargo, la existencia del valor principal de Cauchy NO garantiza la
convergencia de la integral (2), tal como se muestra en el ejemplo siguiente.

Un ejemplo.

Observemos que para la integral
I xadx

el valor principal es
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—0 R—w J-R R—w R—w

®© R X2 i
VP[ xdx}: lim [ xdx = Iim{?} ~1im[0]=0
R

Mientras que usando la expresién (2) tenemos

0 . 0 . R
I xdx = lim | xdx+ lim | * xdx

R, —ow J =Ry R, —>0 J0

0 R

o x? x|
= lim| — + lim| —

R, —> 2 . R, > 2 0

1

2 2]
=—lim {ﬂ} lim {&
R, —w 2 R, >0 2

y dado que estos dos ultimos limites no existen, la integral impropia
j xdx

no existe.

Valor principal para una funcién impar.
Supongamos que f(x) es una funcién impar, tal que
f(-x) = -f(x)

para todo X. En este caso tenemos que

[" foax=0

ya que el area bajo curva de f(X) ubicada entre -R y 0 cancela al drea bajo la curva ubicada entre Oy R.

Con lo anterior, el valor principal de Cauchy para una funcién impar f(X) resulta

VP[ [ f(x)dx} ~tim [* £ (k=0

Valor principal para una funcion par.

A continuacién, supongamos que f(x) es una funcién par, tal que

f(-x) = f(x)

para todo X.

La simetria de la funcién nos permite escribir
[* fo0dx=2[" £ (x)ax
-R 0
lo que permite probar que para una funcidn par, el valor principal de Cauchy existe, y estd dado por
VP[ [ f(x)de:ZJ.: f (x)dx
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A continuacion describiremos un método basado en los residuos que permite evaluar integrales
impropias de funciones racionales pares f(x) de la forma

p(x)
f(x) = P\
0 =40

con
f(-x) = f(x)

y donde p(X) y g(X) son polinomios con coeficientes reales sin factores comunes.

Suponemos que ((2) no tiene ceros reales y que tiene al menos un cero en el semiplano complejo
superior (donde Im(z) > 0).

El método se inicia identificando todos los ceros distintos del polinomio ¢(z) situados en el
semiplano superior, hay un nimero finito de ellos (dependiendo del grado del polinomio) y podemos
denotarlos como z3, Zy, ..., Zn, donde n es menor o igual que el grado N de q(2).

A continuacidn se integra el cociente ¥

)
T

sobre el contorno semicircular formado por el segmento
recto desde z = -R a z = R y la mitad superior de la
circunferencia |z| = R descrita en sentido positivo y que
denotaremos por Cg, tal como se muestra en la figura.

En todo caso supondremos que R es lo
suficientemente grande para que los puntos z1, 2, ..., Zn Sean todos interiores al contorno cerrado que se
estd considerando.

Usando el teorema de los residuos de Cauchy y la parametrizacidn z = X para el segmento recto,
podemos escribir

j f(2)dz= T f (x)dx + j f(z)dz = 2ﬁi§n: Res[f (2)],.,,

de donde
R n
j f (x)dx =271y Res[ f (2)],., - j f (z)dz
R k=1 ' Cq
Si
lim [ f(z)dz=0
R—)ooCR
entonces

VP { ji f (x)dx} = ZHiZn: Res[ f(2)],_,,

R k=1

Tomando en cuenta que f(x) es una funcién par, podemos escribir finalmente que
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T f (x)dx = 27rizn: Res[ f(2)]._,,

—0

T f (x)dx = ﬂ'ii Res[ f (2)],_,,

Un ejemplo.

Para evaluar la integral
© 2
X
J. - dx
o X +1

comenzamos observando que

z? z
z°+1 q(2)
tiene singularidades aisladas en los ceros del polinomio q(z) = z° + 1, que son las raices sextas de -1 (= ')

y es analitica en todos los demas puntos del plano complejo.

En este caso, recordando lo visto anteriormente para el calculo de raices, vemos que

Z, =C =€exp i[£+2k—”J
k k 6 6

conk=0,1,2,...,5. v

Las primeras tres raices estan en el semiplano superior y las otras
tres en el semiplano inferior, tal como se muestra en la figura.
Cuando R > 1, los puntos ¢k (k =0, 1, 2) estan en el interior de la

region semicircular acotada por el contorno cerrado simple
mostrado.

Asi que en este caso, integrando sobre el contorno cerrado, obtenemos
R
J'f(z)dz = j f(x)dx+j f(z2)dz = 27i[B, + B, +B,]
C -R Cq
donde By es el residuo de f(z) en ¢k (k= 0, 1, 2).

Para calcular los residuos anteriores, vemos que los puntos Cx son polos simples de f(z), por lo que
podemos utilizar un teorema anteriormente visto que establece que

e{p(z)} _ P(z,)
0@ ], a@)

Sip(z0) # 0, A(z0) =0y’ (20) # 0.
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En este caso

2°+1 ZG_CEZG_CE
Por lo que
R
If@ﬂx+jfaku:2ﬁ{£—3&w£}:z
i < 6i 61 61] 3
de donde

R

jfumx:%—jfamz

-R
valida para toda R, tal que R > 1.

En este punto tenemos que considerar el calculo de la integral del lado derecho, para ello vamos
a utilizar la parametrizacién de Cr dada por

z(t) = Re"
con0<t<sm
A partir de lo anterior, tenemos que

‘zz‘:|z|2 =R?

y, usando la desigualdad del tridngulo para nimeros complejos (|z1 +2,|2 ||Zl|—|z2

), podemos escribir
‘26 +1‘ > |z|6 —1‘ =R®-1

Asi que si Z es cualquier punto sobre el contorno Cg, entonces

ZZ

2% +1

R2
< —

(@)= 2|«

En este punto podemos usar un resultado que se tiene cuando evaluamos una integral sobre un contorno
de longitud L en el que el mddulo de la funcién f(z) esta acotado por un valor M, es decir

[ f(2)dz| <ML
C
lo cual implica que
2 3
[ t(2)dz|< R |r="R
g, R°-1 R°-1
es decir
N O
R® R®
< =
Jf@ﬂz_ T T
R RO R R



que, en el limite cuando R = o=, resulta cero.

Con este ultimo resultado podemos establecer que

R 2

. T
lim . dx==
Row < X° +1 3

de donde, el valor principal de Cauchy esta dado por

T X T
WP| [ 2 —dx|=Z
“ X% +1 } 3

—0

Lo que permite escribir, finalmente, que

© 2

Ig( dx=2
X" +1 3

—00

y como el integrando es par, también tenemos que
0 2

X Vs

I —Ox=—

o X +1 6

Con lo que se obtiene el resultado que se buscaba.

Ejercicios.

Utilice los residuos para calcular, en cada inciso, la integral impropia solicitada.

i Ixsil
b) I(de%)z
o Ix?il
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Lema de Jordan

En la evaluacién de integrales sobre el contorno Cg, cuyo integrando es de la forma f(z)e'®, en
algunas ocasiones se hace necesario usar el llamado Lema de Jordan, que se enuncia a continuacion.

Teorema. Suponga que

(a) la funcién f(z) es analitica en todos los puntos z del
semiplano complejo superior que son exteriores a un
circulo || = Rg;

(b) Cr denota el semicirculo representa-do por z = Re'?
(0< 0< 7),donde R > Ry;

(c) paratodos los puntos z de Cg hay una constante positiva
Mg tal que 0 R, R

f(@)<Me vy limM, =0

Entonces, para toda constante positiva a,

lim [ f(2)e™dz =0 (5.17)

Cr

Integrales impropias en el andlisis de Fourier.

Otra aplicacion del teorema de los residuos aparece en el calculo de integrales impropias
convergentes de las formas

_[ f(x)sinaxdx 6 I f (x) cos axdx

donde a es una constante positiva y, tal como lo hemos hecho, supondremos que

)
%=1

donde p(X) y g(x) son polinomios con coeficientes reales sin factores en comun; ademds, q(X) no tiene
ceros reales.

Este tipo de integrales aparecen en la teoria y aplicaciones de la Integral de Fourier que veremos
mas adelante en este curso.

En este tipo de integrales no podemos aplicar directamente las ideas desarrolladas anteriormente
para el calculo de integrales impropias, pero aun podemos hacer algo si consideramos que

T f(x)cosaxdx+iT f(x)sin axdx=_Ff f (x)e™dx

-R -R

es decir, en vez de calcular la integral que involucra al seno o al coseno, calculamos la integral que contiene
a la exponencial y al final igualamos partes reales e imaginarias en ambos lados del resultado que se
obtiene.
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Lo anterior, nos conduce a que

ff(X)COSade—j ( ))cosaxdx R{Z”'ZRG{Z((;)) 'ﬂ} }

e o]

—0

siempre que la diferencia entre el grado de q(x) y el grado de p(X) sea mayor o igual a 1.

Un ejemplo.
Calcule J. Xsin2x

-0

dx
X +1

Solucion. En este caso identificamos

iaz p(Z) iaz Z 12z
f = PA%J giaz
(z)e q(z) € 24 le

por lo que tenemos que calcular

—0

Xsin 2x ze'%*
dx=1Im| 2zi » Res
-[ x*+1 { ”z { +l} }

Para ello advertimos que los polos zx se ubican en los ceros de z* + 1, resultando

zZ, =ex i(£+2k—”j
k = EXp 2t

con k=0, 1, 2, 3. Como los cuatro valores son distintos, podemos afirmar que corresponden a polos
simples.

Para nuestro problema bastard considerar los polos ubicados en el semiplano superior, que
corresponden a los valores

2L 4

J2

por lo que el célculo del residuo se reduce a evaluar

|Zz ZeiZZ
TR 2] -3

2t +1 ”

Z

desarrollando la sumatoria para cada polo, obtenemos

ZReS { oo } eiz[%(hi)] eiz(—z(—hi)]

= +

4( (1+i)j2 4(1(_1“)]2

2 +1

o
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gue podemos simplificar al desarrollar las operaciones indicadas en el denominador y en el argumento de
las exponenciales para llegar a

—+ -
4i —4i

ZRes{ z4e
” 7" +1

3 Res %] e V(g2 _g V2
. 2t +1 . 2 2i

222 eV
Res = sin+/2
Zk: [z“ +1 2 V2

-z

i22:| _eiﬁ(1+i) ei\ﬁ(—lﬂ)
Z

que se reduce a

Asi que finalmente, el resultado buscado es

©

. ~z
jxs:nzxdx=lm Zﬂi(e sinﬁﬂ

X +1 2

—0

es decir

[e'e]

J' Xsinex 21X dx = ze 2 sin</2

doxt+

De hecho, una vez calculado el residuo podemos establecer un par de resultados adicionales

e}

)
I XC?SZX dx = Re{Zni(ez sin \/EH =0

X'+l

y
© i2x -2
Ixf dx = 27i| &—sin2 =ﬂi(e*ﬁsin\/§)
SoX 41 2

Otro ejemplo.
Calcule ICOSSX dx
X" +4

—o0
Solucion. En este caso identificamos

iaz p(Z) iaz 1 i3z
f — M\ gz~
(z)e q(z) € 22 e

por lo que tenemos que calcular

©

oS 3X . g
————dx=Re| 271 Y Res| ——
-[x2+4 { ﬂZ‘ LZ+4L]

—o0

Para ello advertimos que los polos zx se ubican en los ceros de z2 + 4, resultando zx = +2i. Como los dos
valores son distintos, podemos afirmar que corresponden a polos simples.

Para nuestro problema bastard considerar es polo ubicado en el semiplano superior, que
corresponde al valor zx = +2i.
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Por lo que el calculo del residuo se reduce a evaluar

i3z

o] 4

7’ +4

25=2i
desarrollando la sumatoria para cada polo, obtenemos

@iz id2) o6
ZRes[ - } =
k

P +4], 2(2) 4

que se reduce a

|32 . e—6
ZRes{ L =i

Asi que finalmente, el resultado buscado es
-6 -6
I cos 3x dx = Re| 27i e =Re| 27 £
i xX* +4 4 4

6

es decir

% c0s3x e~
j > dx =
S X +4 2

De hecho, una vez calculado el residuo podemos establecer un par de resultados adicionales

-6
js'”3xdx Im[Zﬁi(—ie—ﬂzo
S X +4 4

Integrales sobre contornos sangrados o con muescas.

Hasta este punto, en las aplicaciones de los residuos, hemos prestado atenciéon al problema de
evaluar integrales de la forma

I —=dx y j 5| n axdx 6 I cos axdx
En todo momento se exigié que el denominador (g(x)) sea diferente de cero para todo X.
Como una ultima aplicacidon de los residuos veremos el calculo de integrales en los que el contorno

de integracion pasa por singularidades, es decir, puntos en los que g(X) = 0; siempre que se cumplan ciertas
condiciones. Este tipo de contornos se llaman contornos sangrados o con muescas.

Para poder trabajar con este tipo de contornos sangrados, veamos el siguiente teorema.
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Teorema. Supongamos que

v
i.  Una funcidn f(z) tiene un polo simple en un punto zZ = Xg del
eje real, con una representacion en serie de Laurent en el PN
~
disco perforado 0 < |z - Xo| < Rz y residuo Bao. / v N
o . . . . o \
ii. C, denota la mitad superior de una circunferencia ! ’ o \
. . . |
|z - Xo| = p, con p < Ry, recorrida en sentido negativo (el de o[\ 30 ; X
las agujas de un reloj). R /
N /s
AN
7/
Entonces SN

LILT(]) c, f(z)dz =-B,7i

Demostracidn. Suponiendo que se satisfacen las condiciones (i) y (ii) del teorema, podemos escribir las
serie de Laurent de f(z) como

BO
Z—X,

f(z)=9g(z)+ (0<]z=%|<R,)

donde

g(z):ian(z—xo)n (|z—x0|< RZ)

Con esto, la integral sobre f(z) se puede escribir como

[ f@dz=] g(@)dz+8,], az

Z—X,

A continuacion veamos cada una de las integrales del lado derecho de la expresidn anterior, considerando
el limite cuando p — 0.

La funcidén g(z) es continua cuando |z - Xo| < Ry,
por lo que si tomamos un numero o tal que

‘.—J

P<m<Ry
0(z) debe estar acotada en el disco cerrado |z - Xo| < pv, .

Asi pues, existe una constante M tal que

9@)| <M siempre que |Z - Xo| < po 0] X

con lo anterior, puesto que la longitud de C, es L = mp,
se tiene

<ML=Mumnp

.[c,, g(z)dz

Por consiguiente

lim =0
p—0

Lp g(2)dz

Para evaluar la segunda integral, parametricemos la semicircunferencia -C, como
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z=x,+pe’ 0<O0<rx
asi que
i6
Z—X,=pe

Con lo que podemos escribir la integral como

J' dz _ J- dz
CﬂZ—XO 7CPZ—XO

[ 1 - Qo
=-|, P pie’dd
:—l_[o dé=—-ix

por lo que

|im[j dz ]:-iﬁ
p—0| JC, Z—X,

Finalmente, podemos usar los resultados anteriores, correspondientes a cada una de las integrales
para escribir

dz
» Z— X,

i, 1G], o]

como

lim| f(z)dz=-Byzi

p—04C,

con lo que se demuestra el teorema.

Un ejemplo:

Encuentre el valor principal de Cauchy para la integral

Solucién. En este caso no podemos considerar un contorno

como los empleados anteriormente porque el polo de f(X),

Co = 1, forma parte del contorno tal como se muestra en la Cp
figura anexa.

Sin embargo, considerando la idea planteada en el
teorema anterior podemos considerar el siguiente contorno .
sangrado, con el que rodeamos la singularidad mediante una
muesca (o sangria) de radio & centrada en Co.

Con esto, podemos extender la funcién f(x) al plano
complejo considerando que
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ei32

M=

por lo que aplicando el teorema de Cauchy podemos escribir

i3z l-¢

. .
IC z—ldz:-Lx

Queda de tarea demostrar que la ultima integral, en el limite cuando R — oo, es cero.

Cr Z-—

A continuacién, vamos a evaluar la segunda integral en el limite cuando & — 0 considerando que

lim f(z)dz =—B,7i

-0

lo que implica evaluar el residuo Bg de

o
f(z)=
En este caso, podemos usar
i3z i3z
e' e i
B, = Res = =€
Z- Co=1 1 Co=1
con lo que
lim| f(z)dz=—€%7i
e—>07C,
Una vez tomados los limites R — ooy £ — 0 podemos escribir
l-& i3x
dx+J‘ =0
R X~ e X CrZ—
como
1-& _i3x R i3x )
lim dx+ [ ——dx|—ize” =0
a0 LR x-1 e X1

En el limite indicado, la primera parte de la ecuacién se reduce al valor principal de Cauchy para la integral

dx

- g » C0S3X+1sin3
J- ™ LOCOS xx+_|13|n X

Asi pues,

Xdx =ized = iz[cos3+isin3]

con lo que igualando partes real e imaginaria por separado, nos permite escribir

fw C0s 3X
- x-1
120
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dx =7 cos3

Iw sin 3x
- x-1

Vale la pena mencionar que en este ejemplo el integrando de la integral real que hemos evaluado
tenia una discontinuidad en X = 1. La integracidn se efectud a largo de un contorno sangrado alrededor
del valor de z que corresponde a este punto. Cuando el integrando tenga mas de una discontinuidad es

necesario emplear contornos de integracion con muescas en todos y cada uno de los puntos de
discontinuidad.

Por ejemplo, para calcular

© COS X
[ ESX gy
0 X° =9
se deben considerar muescas en z = +3,
Otro ejemplo:
Encuentre el valor principal de Cauchy para la integral
© COS2X
[ Los2X g
— X“ =16

Solucidn. En este caso tenemos dos polos simples
en X = x4, por lo que debemos considerar un
contorno sangrado que nos permita rodear las
singularidades mediante muescas (o sangrias) de
radio € centradas enz = 4.

Con esto, podemos extender la funcién
f(x) al plano complejo considerando que

ei22
f(z2)=——
(2) 7?2 —-16

por lo que aplicando el teorema de Cauchy podemos escribir

—4-& i2x i2z

J

-R

i2z i2x i2z
e

dx +
x?-16 ICR 7 -16

R
dz+j

4+e

4-¢ i2
e e e
dx + dz+ | ——dx+ dz=0
x*—16 Icpl 72 -16 -f x> —16 Lpz 72 -16

—A4+e
Queda de tarea demostrar que la ultima integral, en el limite cuando R — oo, es cero.

A continuacidon, vamos a evaluar la segunda integral en el limite cuando £ — 0 considerando que

lim . f(z)dz =—-B,7i

>0 o

lo que implica evaluar el residuo By de
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en z = -4, resultando

i2z i2z
B, = Res € &
2’ -16 oo 22

B 8
Cp=—
con lo que
78i
Iim f (z2)dz = —i
>0 8
Procediendo de manera similar encontramos que
e8i
lim f(z2)dz=——ri
&—0 sz 8
Una vez tomados los limites R — o« y £ — 0 podemos escribir
—4-& i2x i2z i2x i i2x i2z
I Ze dx+'|. € dz + I dx+.|. dz + I dx+_[ 2e dz=0
r X7 =16 ¢, z°—16 .X =16 c,, 2 —16 X216 % z°-16
como
—4-& i2x 4—c i2x R i2x -8i 8i
. e € € e . € .
lim [ —dx+ [ —dx+ [ ——dx |+ —zi——7i=0
Rool & X°—16 -16 Xx°—16 8 8
&0 R d+e

En el limite indicado, la primera parte de la ecuacién se reduce al valor principal de Cauchy para la integral

i2x ]
,[ 2e dx='[ 0052x2+|sm2xdx
-» X°-16 —0 X =16
Asi pues,
H 8i —8i
[OOSR i SN2 € i s
-0 X —-16 -0 X —-16 8 8

iz .. .. T
=—[(cos8+isin8)—(cos8-isin8) | =——sin8
8 4
con lo que igualando partes real e imaginaria por separado, nos permite escribir

dx=0

© COS2X T . © SIN2X
dx =——sin8
I_w %2 _16 4 y Lo x> —16
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Siendo la primera de las dos integrales el resultado que buscdbamos, la segunda integral nos da cero, toda
vez que el integrando es impar y el limite considerado es simétrico respecto al origen al igual que las
singularidades que presenta.

Las ideas discutidas en esta parte final de las aplicaciones de residuos muchas veces se pueden
aplicar en situaciones en las que los limites de integracién no son al infinito, por ejemplo, cuando
calculamos integrales de la forma

j' f (x)dx

vemos que a veces existe entre ay b un punto p en el que f(X) se hace infinita. Supongamos que f(x) es
continua en todos los otros puntos del intervalo a < x < b, tenemos asi una integral impropia.

Las integrales impropias que ya conocemos son aquellas cuyos limites son infinitos; sin embargo,
el adjetivo “impropias” se usa en ambos casos porque estas integrales no se pueden expresar como el
limite de una suma.

Las siguientes expresiones son integrales impropias del tipo que hemos estudiado (funciones
racionales p(x)/q(x))

1 dx 3 dx 72 dx
J‘_l?' J‘1 (X—Z) v J‘—ﬁ/zsim

ya que, dicho coloquialmente, los integrandos de estas expresiones “estallan” en algin punto del intervalo
de integraciéon donde el denominador toma el valor de cero.

Para evaluar este tipo de integrales necesitamos una definicién adecuada del valor principal de
Cauchy, que se presenta a continuacion.

Definicién. Sea f(X) una funcién continua para toda X en el intervalo a <x <b, excepto en el punto p interno
a dicho intervalo, y ¢ acercdndose a cero por la derecha. Se define el valor principal de Cauchy para la
integral

b
j f (x)dx
a

como el nUmero

VP [ [f (x)dx} - ﬂ}[ [T i+ [ (x)dx}

siempre que este limite exista.
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Un ejemplo.

Determine el valor principal de Cauchy para la integral

_[2 dx
-1 X
Solucién. Usando la definicion anterior, podemos escribir

ve| 72| <tim [ 2 [

Lo que lleva a

2 dx

VP| [ =lim[In|&|-In|-1|+In|2|-In|&|]
-1 x &0
= ngg[—ln|—1|+ln 12]]
2 dx
VP| [ = |=In|2|
-1 X
Es importante mencionar que aunque en el limite cuando ¢ — 0 las integrales no existen por

separado, cuando se considera la suma el resultado converge, por lo que podemos calcular el Valor
Principal de Cauchy para esta integral.

Sin embargo, habrd integrales para las cuales no podamos calcular esta suma, de tal manera que
el Valor Principal no existira debido a la inexistencia del limite requerido por la definicion.

Ejercicios sugeridos.

Secciones 5a y 5b:

1.- En cada caso, escriba la parte principal de la funcién en su punto singular aislado y determine si se trata
de un polo, un punto singular removible, o un punto singular esencial.

@) f(2) = ze(3);
(b) f(@) = Z-;

1+z’

(C) f(Z) — sinz

’
z

(d) f(Z) — COSZ |

’
z

(&) f(2) =G5 -
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2.- Muestre que el punto singular de cada una de las siguientes funciones es un polo. Determine el orden
m del polo y calcule el correspondiente residuo B.

(a) fz) = =372,
b) f(2) =27

. eZZ
(c) f(2) = el
RESPUESTA: (a)m =1,B=-1/2;(b)m=3,B=—-4/3;(cim=2,B = 2e? .

f(@)

3.- Suponga que una funcidén f es analitica en un punto z,, y escriba g(z) = Gz Muestre que
)

(@) sif(zy) # 0, entonces z, es un polo simple de g, con residuo f(z,);
(b) sif(zy) =0, entonces z; es un punto singular removible de g.

Sugerencia: Como se establecié anteriormente, debido a que f es analitica en z,, existe una serie de
Taylor para f(z) alrededor de z,. Empiece cada inciso escribiendo unos pocos términos de dicha serie.

Secciones 5c y 5d:

4.- Encuentre el residuo en z; = 0 de la funcidn

(@ f(2) =

1 .
z+z2’

(b) f(z) = zcos G) ;

z—sinz

() f2) =——;
(d) f(2) =55

sinh z

() f() = oz

RESPUESTA: (a) 1; (b) —1/2; (c) 0; (d) —1/45; (e) 7/6.

5.- Sea C la circunferencia |z| = 1, recorrida en direccién contrarreloj. Siga los pasos indicados para

(”%) =2 Z;
.fc ¢ dz ™ n!(n+ 1)!

n=0

demostrar que

(a) Usando el desarrollo en serie de Maclaurin para e y la propiedad que justifica la integracién
término a término para una serie, escriba la integral anterior como

Z —'f zne(E)dz
LinlJe

(b) Aplique el teorema de los residuos para evaluar las integrales que aparecen en la parte (a) para
llegar al resultado deseado.
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Seccidn 5e:

6.- En cada caso, demuestre que los puntos singulares son polos. Determine el orden m de cada polo, y
encuentre el residuo correspondiente B.

(@) f(z) =222,
(b) f(Z) - (ZzZ+1)3;
© f(2) =

RESPUESTA: (aym=1,B=3;(b)m=3,B=-3/16;(cm=1,B = +i/2m.
7.- Halle el valor de la integral

3z3+2 4
c Z-DEZ+9 "

en sentido contrarreloj a lo largo de la cirunferencia (a) |z — 2| = 2; (b) |z] = 4.
RESPUESTA: (a) 7zi ; (b) 67 .

8.- Halle el valor de la integral

J dz
c 23(z+4)
en sentido contrarreloj a lo largo de la circunferencia (a) |z| = 2; (b) |z + 2| = 3.

9.- Evalle la integral

f coshmzdz
c z(z2+1)

considerando que C es la circunferencia |z| = 2 recorrida en sentido positivo.
RESPUESTA: 4ri.

10.- Use el teorema (5.8) de la Seccién 5e, para evaluar la integral de f(z) a lo largo de la circunferencia
|z| = 3 orientada positivamente, cuando

_ (3z+2)2
(@) f(2) = 2(z—1)(22+5) ’
_ z3(1-32) .
(b) f(2) = (1+2)(1+2z%)’
2331/2
(© f@2) =2+

RESPUESTA: (a) 97i ; (b) —3mi ; (c) 2mi .
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11.- Evalde la integral

272 +5

i@ 2

donde C es (a) la circunferencia |z — 2i| = 6, y (b) el cuadrado con vérticesen 1+i,2+1i,2+2iy
1 + 2i. En ambos casos considere que los contornos se recorren en sentido contrarreloj.

Seccion 5f:
12.- Encuentre los ceros y polos de

7+ 4

f(Z)=z3+222+22

y determine los residuos en cada uno de los polos.
RESPUESTA: Ceros: z = +2i. Polos y residuos: Enz=0es2;enz=—-1+1ies —%(1 —3i);enz=
—1—ies —§(1 + 30).
13.- Considerando que C denota la circunferencia |z| = 2 orientada positivamente, evalde la integral
(a) J, tanzdz;
dz
(b) j% sinh2z °
RESPUESTA: (a) —4mi ; (b) —mi .
14.- Usando los primeros términos del desarrollo de csc z (valido para para 0 < |z| < 7)
1 1 1
cscz=—+—z+ [
z 3!

1

— | z3 ...

(31)2 5!] Z

y considerando el contorno Cy como la frontera del cuadrado cuyas caras estan formadas por las lineas

x=i(N+%)n y y=i(N+%)n

donde N es un entero positivo, muestre que

N

1 -1

L,y CY

6 n2m?
n=1

dz )
7 = 2mi
cn Z2Sinz
N

Seccion 5g:
15.- Use residuos para evaluar las integrales impropias de los ejercicios siguientes.

o0 x%dx
(a) 16 (x2+1)(x2+4) °
x%dx

(b) Jb (x2+9)(x2+4)2 "
RESPUESTA. (a) /6; (b) /200.
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16.- Use residuos para encontrar los valores principales de Cauchy de las integrales en los ejercicios

siguientes.
00 dx
(@) f—OO x242x+2 "
© xdx
(b) f—OO (x2+1)(x2+2x+2)

RESPUESTA. (b) —m/5.

17.- Use residuos para evaluar las integrales impropias en los siguientes ejercicios.

o cosax

@ J, —,, dxcona>0.

00 x sin 2x

(b) J," .

RESPUESTA. (a) ge—a; (b) ge—m .

18.- Pruebe que

f°° dx _m
o X*+1 22

19.- Pruebe que sim > 0,

® cosmx 4 me~™(1+4+ m)
_— a x =
o (x2+1)? 4
20.- (a) Encuentre el residuo de (Z:T)S en z = i. (b) Evalle la integral fom%dx.
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6.- Series de Fourier de funciones periodicas

a) Introduccion.

b) Condiciones de Dirichlet.

c) Desarrollo en Series de Fourier.

d) Coeficientes de Fourier.

e) Algunas consideraciones de simetria.

f)  Funciones discontinuas. Fendmeno de Gibbs.
g) Expansion de Fourier de medio rango.

h) Series de Fourier para funciones complejas.

a).- Introduccion.

En cursos previos de Matematicas se ha visto que dos vectores d y b (distintos de cero) son

R
ortogonales, cuando su producto interno @ - b es cero; en una generalizacion de este concepto, es muy
comun hacer una analogia en el caso de funciones definidas en un cierto dominio, y decir que dos
funciones distintas son ortogonales cuando su producto interno es cero.

Funciones ortogonales

Definicién. Se dice que un conjunto de funciones {¢,(t)} es ortogonal en el intervalo a < t < b si dos
funciones cualesquiera ¢,, (t) y ¢, (t) de dicho conjunto cumplen que

b
e to) = [ S duae={,) "

Cualquier conjunto de ortogonal de funciones diferentes de cero {¢ (t)} se puede normalizar, es
decir transformarlo en un conjunto ortonormal dividiendo cada funcién entre su norma.

Desarrollo en series ortogonales

Suponga que {¢, (t)} es un conjunto infinito de funciones ortogonales en el intervalo a < t < b.
La pregunta es: Si y = f(t) es una funcién definida en el intervalo [a, b], ésera posible determinar un
conjunto de coeficientes ¢,, n = 0,1,2, ---, para el que podamos escribir a la funcién f(t) como

f(t) =coo + C1P1 + -+ Ccppy + -7

La respuesta es si se puede, y para ello, debemos multiplicar el desarrollo anterior para f(t) por la funcién
om(t) e integrar en el intervalo [a,b] para obtener

[ f Ot =[ e O, Ot + [ e O, Ot +-+ [ e, O, Ot +---
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Sin embargo, debido a la propiedad de ortogonalidad, las integrales del lado derecho son cero,
excepto cuando m = n, asi que la expresidn anterior se reduce a

[ f O Odt=c, [ 4,0, O)ct

de donde podemos despejar los coeficientes ¢, del desarrollo propuesto para f(t).

Con el resultado anterior, podemos escribir el desarrollo de f(t) como
f®)=2 ¢
n=0

donde

[ g, Mt
I, @I

n

Si el conjunto de funciones ¢n(t) es ortonormal, entonces el denominador en la Gltima expresion
esigual a 1, y el célculo del coeficiente ¢, del desarrollo de f(t) se reduce a

G, = [, T 0t

En particular, las funciones periddicas (como el seno y el coseno) de frecuencias distintas, pero
multiplos de una frecuencia fundamental, son ortogonales y forman un conjunto completo, por lo que son
una buena opcidn para realizar un desarrollo de la forma descrita lineas arriba.

En lo que sigue analizaremos los desarrollos para una funcién f(t) en términos de una suma de
Senos y cosenos.

Tal representacién se llama serie de Fourier y, a diferencia de la serie de Taylor, puede describir
funciones que no son completamente continuas o diferenciables. Ademads, son faciles de diferenciar e
integrar, sus moédulos son faciles de evaluar y cada término incluye solamente una frecuencia
caracteristica.

Este ultimo punto es importante porque, como se verd mas adelante, la serie de Fourier se utiliza
a menudo para representar la respuesta de un sistema a una entrada periddica, y esta respuesta a menudo
depende directamente de la frecuencia de entrada.

Las series de Fourier se utilizan en una amplia variedad de situaciones fisicas, por ejemplo, las
vibraciones de una cuerda finita, la dispersién de la luz por una rejilla de difraccidn, la transmisién de una
sefial de entrada a través de un circuito electrénico, etc.
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b).- Condiciones de Dirichlet.

En parrafos anteriores se ha mencionado que las series de Fourier pueden usarse para representar
una funcion para la cual no es posible un desarrollo de Taylor.

Las condiciones particulares que debe reunir una funcion f(t), a fin de que pueda representarse
mediante una serie de Fourier, se conocen como condiciones de Dirichlet y son las siguientes:

i.  Lafuncion f(t) debe ser periddica;
ii. La funcién debe ser monovaluada y continua, excepto (posiblemente) en un namero finito de
discontinuidades finitas;
iii.  Lafuncién debe tener solamente un niumero finito de maximos y minimos dentro de un periodo
Ty
iv. Laintegral de |f(t)| sobre un periodo T, debe converger.

Si se satisfacen las condiciones anteriores entonces la serie de Fourier correspondiente converge
a f(t) en todos los puntos en que f(t) es continua.

Vale la pena mencionar que cuando tenemos situaciones fisicas (reales), las tres ultimas
condiciones de Dirichlet casi siempre se cumplen, no asi la primera de ellas, ya que no todas las funciones
son periddicas. Sin embargo, en muchas situaciones es posible representar una funcién no periédica como
una serie de Fourier mediante la manipulacidn de la funcién para transformarla en una forma periédica,
lo cual veremos mas adelante.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de funcidén que puede representarse como una serie
de Fourier sin necesidad de modificarla, toda vez que presenta una periodicidad evidente.

Por otro lado, si consideramos la figura que se muestra a continuacion, vemos que la funcién
representada del lado izquierdo no presenta periodicidad, sin embargo se le puede introducir una
periodicidad, logrando una extension periddica de la funcién, que se muestra en el lado derecho.
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Funcién no Extension periodica
periodica )

NN

-3 -21 -1 oI 7 21 3]
0 / T

El procedimiento que seguiremos en tales casos se discutird mas adelante.

Resumiendo.
Se dice que una funcion f(t) es periddica, con periodo T, si
= el dominio de f(t) contiene tantoatcomoat+ T,y
w f(t+T) = f(t)

4 4

2T

Aunque 2T también satisface las condiciones anteriores, el valor minimo de T sera el que usaremos
en lo que sigue.

c).- Desarrollo en Series de Fourier.

Definicidn. Una serie de Fourier es una expansion de una funcién periddica f(t), con periodo T, en términos
de una suma infinita de senos y cosenos que toma la forma

f(t) =) (a, cosnet +b, sinnat)
n=0

En otras palabras, cualquier funcién periddica se puede reescribir como una suma de funciones
armonicas multiplicadas por constantes a determinar: an y b.

En el desarrollo anterior, se considera que la funcion f(t) tiene una periodicidad definida; sin
embargo, mas adelante veremos que aunque la funcién no sea periddica podremos hacer un analisis de
Fourier mediante la transformada integral de Fourier.
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Un ejemplo grafico.

f(t) Funcion periodica ”70

t =
b, sin ax

NERVAY,
b, sin 2t
AWA

+ +

U U\

Otros ejemplos.

sawrtooth wave
Square wave

14
ql VAN 7 A\
e 0.8
0.5 .
BER ¢
0.5 1.5 /2 L 0.4
-0.5 0.2
= *7@ i ¢
- 0.5 1 1.5 2 T
triangle wave semicircle
L 1
0.5 0.8
X 0.6
0.5 1.5 T ;
=D n.2
X
= 005 1 1.5 2 L

d).- Coeficientes de Fourier.

Considerando el desarrollo en términos de funciones ortogonales, podemos encontrar los
coeficientes del desarrollo de Fourier para la funcién f(t) dada por

f(t) =%+Z(an cos Nt +b_ sin net) (6.1)
n=1

Vale la pena mencionar que en esta expresion se ha separado el término cuando n =0, de la definicidn de
Serie de Fourier dada en la seccién anterior, y ahora la sumatoria empiezaenn = 1.
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El término 2 corresponde al valor promedio de la funcién f(t) en el periodo T, como veremos a
2

continuacion.

Si multiplicamos la expresidn (6.1) por (C0S mat) e integramos de 0 a T encontramos que

.
anzéj.f(t)cosna)tdt para n=123,..
0

mientras que para n = 0, se tiene
2T
a, =—| f(t)dt
=710

Por otro lado, multiplicando la expresién (6.1) pero ahora por (sin mat), e integrandode 0 a T,

encontramos que
.
b, =ng f(t)sinnwtdt para n=123,...

0

Desarrollo en Serie de Fourier

Definicion. Sea f(t) una funcidn convergente en el intervalo 0 <t <T, el desarrollo en serie de Fourier para
f(t) existe y estd dado por

f(t)= % + Y (a, cosnat +b, sin net)
n=1
donde los coeficiente del desarrollo an y by estan dados por

;
a,= 2 I f (t) cos netdt
T 0

2T
b, = —j f (t)sin nestdt
T 0

paran=1, 2, 3, ...; mientras que ao esta dado por
2 T
8= j f (t)dt

0

A la cantidad @ que aparece en las expresiones anteriores se le conoce como frecuencia
fundamental y estd dada por

donde T es el periodo de la funcion f(t).
El calculoy estudio de las series de Fourier se conoce como analisis armdnico (o analisis de Fourier)
y es extremadamente util al estudiar funciones periddicas arbitrarias y hacer un andlisis de la misma en

términos de su contenido frecuencial o espectro, .
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Un ejemplo.
Determina la representacion en series de Fourier de la siguiente funcion f(t).

f(t) A

-2 -1 0 1 2 3 ¢
Solucion.
Primero determinemos el periodo T, y escribamos la expresion matematica de la funcién f(t),

resultando que

T=2
y
1, O<t<l
f(t)=
0, 1<t<?2

A continuacién calculemos los coeficientes del desarrollo de Fourier

2T 22 1 2
ao:_I—_ff(t)dt:E.[f(t)dt:_[ldt+j0dt:1—0:1
0 0 0 1

2
a, = 2 I f (t) cos nwtdt
T 0

. 2 . 1 )
= jlcos nrtdt +Iodt _ {sm ””t} _sinnz
0 1

nz |, nr

como estamos considerando que N es un entero, este ultimo resultado se anulara, por lo que
a =0

Por otro lado, el coeficiente b, esta dado por

2 ° .
b, == ! f (t)sin nwtdt

5 2 cosnzt | 1—cosnz
:jlsinnmdt+j0dt={— } -
0 1

nz |, Nz

de nuevo, como n es un entero, podemos advertir que
cosnz = (-1)"

con lo que
_1-(D°
nx

b

n
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Finalmente, la serie de Fourier resulta ser
1 &11-(-D)" | .
f)=2+> CY innat
2 =~ nz
que desarrollando los primeros términos se escribe como

f(t)= 1+Esin 7t +£sin 3t +£sin 5zt +K
2 3 5z

Es importante mencionar que la serie obtenida anteriormente, en principio, es una serie infinita;
sin embargo, en muchas situaciones sera suficiente considerar un nimero finito de términos para obtener

la aproximacion deseada, toda vez que conforme sumamos términos el resultado va convergiendo a la
funcion original f(t).

Lo que puede apreciarse mejor en la siguiente secuencia de imagenes correspondientes a la serie
de Fourier recién construida.

/ aa

@
J

—sin zt + isin 34
7T 37z

y 2 . 2 . . . . .
—sin 7zt + —sin 37zt + —sin 5t ES|n at +£S|n 3 +£sm Snt +£sm Tt
T 37 5x T 3z 57 1

& 1) A

| 1 A y

Irr\m‘"ll

1 Ii 1 |

- I |I |

L b e a A >

- 0 ]" AV :
gsin at +£sin 37zt+isin 57zt+isin 77zt+£sin It —+—sin at +£sin 3 +K + Lsin 2371t
T 3z Y4 1 9 2 3z 237w
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Antes de continuar vale la pena escribir las siguientes identidades que pueden resultar utiles en el
analisis de Fourier

sin(—x) = —sin x cos(—x) = cos X
sinnz =0 cosnz = (-1)"
sin2nz =0 cos2nr =1

Otro ejemplo.
Dada f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con periodo T = 2, bosqueje la graficaentret=-3yt=3y
calcule los coeficientes de la serie de Fourier correspondiente.

Solucion.
La grafica de la funcién tiene la forma

SO A

A

Asi que w=""=r

A continuacion, calculamos los coeficientes de la serie de Fourier empezando con agp
2 2 ¢
=—| f@t)dt== f(t)dt
8 == j (e = j (t)

2% 2T 1-1
== ftt=|=| ====0
23 2|, 2

Mientras que los coeficientes a, estan definidos por
2 1 1
a, = T j f (t) cos netdt = J'tcos nztdt
-1 -1

para calcular esta integral, usamos el método de integracién por partes,
. 1 .
tsinnzt ¢ sinnzt
a,= —I dt
nz L Nz

. . 1
nnz —[-sin(-n n
o _Sinnz [—sin( 7z)]+[cos ﬂt}
-1

" nz n’z?
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cos Nz —cos(—nz
a =0+ 5 2( ):
n“z

n

0

Para terminar, calculemos el coeficiente b,

1 1
b, = 3] f (t)sin nwtdt = _[tsin nztdt
T -1

-1

es decir

o
I

1 1
t nzt nzt
{_ cos 7Z:| +J-cos 7t g
1

Nz nx

-1

—cosnn+[—cos(—n7z)]+ sinnzt
nz n*z® |,

_ 2cosnz . sinnz —sin(-nz) _ 2(-1)™*

nz n’z’? nz
_2cosnz_ 2(-1)"
nz nz

Con lo anterior, para la funcién f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con periodo T = 2, la serie
de Fourier resulta ser

0 ) n+1
f(t)= Z%sin nzt
n=1

o expandida en sus primeros términos

f(t)= gsin nt—isin 27zt+£sin 3rt—-K
Vs 2r 3z
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Un ejercicio.
Dada v(t) = 2 — t en el intervalo [0,2], v(t) = 0 en el intervalo [2,4] y con periodo T = 4, (a) bosqueje la
graficaentret =0yt =12;y (b) calcule los coeficientes de la serie de Fourier correspondiente.

Solucion.
(a) La graficaes

v (1)
2

>
ol 2 4 6 8 10 12 7

<« T=4 —>

(b) Los coeficientes son

2 ¢ 2
aO:?'([v(t)dt:Z(Z):l

21-(-D"]

1
a, = 2 .[v(t) cos netdt =
Ty nz

2 ¢ 2
b == j v(t)sin notdt = =
Ty Nz
Asi que la serie resulta

L[ (o), 2 (e
v(t)_2+2{ pp cos(zj+ sm(z)}

n=1 14

Cuya grafica, considerando los primeros 10 y 50 términos, es
20
20
15 15
10 10
05 05
N AN N | AJ
2 Vi 6 Vs 10 V2 g
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e).- Algunas consideraciones de simetria.

En muchas ocasiones, la paridad de la funcion f(t) permite simplificar el calculo de su serie de
Fourier, para ello vale la pena identificar el tipo de simetria que presenta dicha funcion y obviar el célculo
de los coeficientes ag y an, o los coeficientes by, seglin sea la paridad mostrada por f(t).

Funcidn par

Una funcion f(t) es par si su grafica es simétrica

respecto al eje vertical, tal como se muestra en la
figura.

fin

En este caso se cumple que E ;
f(=t) = f(t) _ ) ’

para todo valor de t en el dominio de definicién.

Algunos ejemplos de funciones pares son los siguientes

Sy =] f(H=r

> !

f(t)=cost

Evidentemente, la integral de una funcién par de —A a +A
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—A +A4

es el doble de la integral de 0 a +A, es decir

A A
[ fo Ot =2 " £, ()t

Funcién impar

Una funcion f(t) es impar si su grafica es
antisimétrica respecto al eje vertical, tal como se
muestra en la figura.

En este caso se cumple que _‘ .

f(~t)=—f (1)

para todo valor de t en el dominio de definicion. — Y (S — A0

Algunos ejemplos de funciones impares son

(=t fi=r

f(t)=sint
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Evidentemente, la integral de una funcién impar de —A a +A

.flmpul‘ (’ )

+4

se anula, es decir

A
[, Fiopar @it =0

Producto de funciones pares e impares.

De acuerdo a la clasificacion presentada anteriormente, el producto de funciones satisface las
siguientes propiedades:

= (par) x (par) = par
= (impar) x (impar) = par
= (par) x (impar) = impar

= (impar) x (par) = impar
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La simetria en los coeficientes de Fourier

De las propiedades de las funciones pares e impares, se puede demostrar que
= para funciones pares:

T/2

T/2
ao__j f(t)dt, a, ——f f(t)cosnowtdt y b

, =0
f(n
_i WV z )
2 2
:— jf(f)COS"wfdf —F Jf(t)cosnaxdf =— j f(t)sinnawrdt =0

—_ bl _T ~

g | S 0 E )

(par) x (par) (par) x (impar)

%(_J H_}

(|
(plﬂl‘l‘) (impar)

mientras que

para funciones impares:

4702
a,=a,=0 y bn_?.[ f (t)sin neotdt
0
S0
| L A )
7 1
=457
ay == If(f)df
,r"‘w—’ =— J.f(t)smna)Idf — I f(1)sin naxdt
(impar) T2
2 | | W
a, ?J 1f(f)cosn widt =0 (impar) x (impar)
I "
(impar) X (par) (p|a|r)
-
Il
(impar)
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f).- Funciones discontinuas. Fendmeno de Gibbs.

La expansion en Serie de Fourier usualmente funciona de manera adecuada cuando tenemos
funciones que son discontinuas en el intervalo requerido. Sin embargo, en estos casos la serie no produce
una funcién discontinua, sino que “conecta” la funcidn original en su discontinuidad.

Por ejemplo, para la funcidn diente de sierra definida como f(t) = at (con a > 0) y periodo =, que
se muestra en la figura de la izquierda, y que presenta una discontinuidad en t = i, encontramos que el
desarrollo en Serie de Fourier existe, tal como se muestra en la figura de la derecha, el cual se ha calculado
para 4, 6y 10 términos.

f f

2 10 terms

En este punto mencionaremos, sin probar, que el valor de la funcién en términos de la Serie de
Fourier en la discontinuidad serd el promedio de los valores que toma f(t) en la discontinuidad.

Matematicamente, podemos expresar que en el punto de discontinuidad tg, la serie converge al
valor dado por

1.
frourier (ta) = EL‘D’J[ f(ty +&)+ f(t, —g)]

En la discontinuidad, la representacion en series de Fourier de la funcion, frourier(t) toma valores
que rebasan los correspondientes a la funcion original f(t).

Conforme se incluyen mas términos en la representacion en serie, los puntos con rebasamiento
se acercan cada vez mas a la discontinuidad, pero no desaparecen, incluso en el limite cuando se considera
la serie completa. Este comportamiento se conoce como fendmeno de Gibbs.

En las siguientes imagenes se muestra este fendmeno para el
desarrollo en serie de Fourier de la funcién cuadrada, definida como

F, para —Tz<t<0

]~

f(t)=

-F, para O<t<%

]

gue evidentemente no es continua, tal como se aprecia en la grafica.
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En la esquina superior izquierda se muestra la serie de Fourier compuesta por un término, a la
derecha se muestra la serie con dos términos, mientras que en la parte inferior la serie consta de tres
términos.

N\

15]=

i 2]~

o]~
2]~

o]~

o] = f—= ——

Uno puede aumentar la cantidad de términos en la serie, con la idea de que el desarrollo se va a
mejorar, pero esto no termina siendo cierto, al menos, no en la parte de la discontinuidad.

|} o

VA 2 s e
B e

1]~

5]~

En esta ultima grafica se muestra el desarrollo considerando 20 términos, asi como el
rebasamiento 6 que podemos advertir no desaparece, sino sélo se hace mas cercano a la discontinuidad.

En este curso no se pretende una discusién completa de este fendmeno, pero vale la pena
mencionar que el tamafio de rebasamiento & es proporcional a la magnitud de la discontinuidad.
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g).- Expansion de Fourier de medio rango.

Hasta este punto hemos considerado funciones periddicas, por lo que aplicar la teoria de Fourier
para hacer un desarrollo en series de senos y cosenos ha sido directo.

Sin embargo, en muchas situaciones fisicas lo que se tienen son funciones no periddicas, pero esto
no debe representar mayor problema ya que (casi) siempre se pueden definir sobre un intervalo dado,
considerando que en una observacidon o medicién sobre un sistema fisica el tiempo involucrado es finito.

Algunos ejemplos de funciones no periddicas se muestran en las figuras siguientes, las cuales son
distintas de cero en un intervalo finito.

A V=2 A

-~
A

Por lo anterior, resulta muy util extender la funcidn no periddica en una funcién peridédica antes
de calcular su representacién en serie de Fourier.

La serie de Fourier de esta funcidn periddica representaria entonces correctamente a la funcidn
no periddica en el intervalo deseado.

Por ejemplo, si consideramos una funcidn no periddica tal como la mostrada a continuacién.

0 L

Podemos extenderla, simplemente repitiendo la funcién, tal como se muestra

en cuyo caso no hay simetria respecto al eje y.

Otra opcion puede ser

que como vemos presenta simetria impar, ya que f(-t) = -f(t).
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Hay otra opcidn de extensidon, mostrada a continuacién, que presenta simetria par, ya que

f(-t) = ().

Como pudimos ver en el ejemplo mostrado anteriormente, a menudo estamos en libertad de
ampliar la funcidn de varias maneras; sin embargo, normalmente es preferible usar alguna de las simetrias
vistas anteriormente (par o impar) para la extensién periddica, en lugar de una extensidn periddica normal;
ya que el uso de una funcién con cierta simetria (par o impar) nos proporcionara coeficientes cero de
cualquiera de los a, o by de la expansidn, lo que puede proporcionar una expansion mas sencilla de la serie
de Fourier correspondiente.

Otro ejemplo.

La funcién periddica mostrada a continuacion

(1)

tiene las siguientes extensiones periddicas.

e Extension periddica normal:
1)
f(=ypt) , O<i<l

:f (t+0)=f(1) r\l'\ﬁ*l‘\r\l\ > ¢

7=y -3/ =21 -1 0l__J
T

e Extension periddica par:

Jpar (1)

v, 0<i<d 1
f(t)_{y(—t)  _l<i<0 WW\
f(t+2D)=f(1) -3/ -2 -1 0 [ 20 3 > !
1'=2] T
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e Extension periddica impar:

Finpar (1)

o, O<r<d
/0= —y(-1) , —1<t<0

f{t+20)= f(1) D\él\w /\_:D{
f(t+20) = f(t —3N\ -2l - |
<T>

> [

=2/

Como puede verse, para la misma funcion f(t), las diferentes extensiones implican modificar el
periodo, en el caso recién mostrado, un dominio inicialmente entre 0 y L, se mantiene sin cambios para
una extensidon normal, pero se duplicé para las extensiones par e impar.

Serie de Fourier de medio rango

Definicion. La serie de Fourier de una extensién periddica par o impar de una funcién no periddica se le
llama serie de Fourier de medio rango. Lo anterior se debe a que la funcidn no periddica se considera
equivalente a la mitad de la funcién expandida, ya sea mediante una funcién par, o una funcién impar.

‘f;JU}'(t) HIJ’pu‘J ( )
YYT\/Y\, I\ A
-3/ =21 =1 oY 7 20 3 7 —3/ 2/— 121 3/

Serie coseno de Fourier de medio rango

Definicidn. Si la funcidn no periddica se extiende mediante una funcidn par entonces los coeficientes b, se
anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funcion se reduce a

f(t)= %+Zan cos nwt
n=1

gue sélo contiene el desarrollo en términos de cosenos, por lo que se le conoce como Serie coseno de
Fourier de medio rango.

Serie seno de Fourier de medio rango

Definicion. Si la funcidn no periddica se extiende mediante una funcidn impar entonces los coeficientes aj
se anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funcidon se reduce a

f(t)=>_b,sinnat
n=1

que solo contiene el desarrollo en términos de senos, por lo que se le conoce como Serie seno de Fourier
de medio rango.
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Un ejemplo.
Encuentre el desarrollo en series de Fourier para la funcién f(t) = t° para el intervalo 0 < t < 2.

Solucidn. En este caso la funcion tiene la siguiente representacion grafica

4 T T T T T T
|

3.5 f

1.5 |

Lo primero que tenemos que hacer es transformarla en una funcién periddica, asi que en este caso
consideraremos una expansién par, por lo que ahora tenemos una funcién tal como la mostrada a

continuacion

35

15 F

O T mm T TS o s mmss oo —-------------ooSER
1

En este caso, hemos extendido el rango de interés de 0 <t <2,a-2<t<2, con lo que la funcién
extendida satisface que
f(-t) = (1)
ademds, el periodo de la funcion extendida es T = 4, tal que
f(t + 4k) = f(t)
donde k es un entero cualquiera.
Con lo anterior, la serie de Fourier que obtengamos debe representar a f(t) en el intervalo

-2<t<2, pero no afuera.
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Como la extensidn que realizamos es par, podemos aplicar las condiciones de simetria presentadas
anteriormente, de tal manera que los coeficientes b, seran cero y tendremos una serie coseno de Fourier
de medio rango

00

f(t):%JrZan Ccos Nt

n=1
asi que nuestra tarea sera calcular los coeficientes ag y an, lo que haremos a continuacion.

De la definicién

2% 25
== | f(t)dt== | t?dt
3, T! (t) 4_j2

2 372 3
:fjtzdt:t— :2_:§

44 3|, 3 3

2znt
:_jf(t)cosnwtdt——jf(t)cos( = jdt

Mientras que

donde hemos usado la definicion de la frecuencia fundamental w.

Asi que la integral a evaluar es

2
an=gftzcos[2”ntjdt_ ft (”ntjdt
4, 4 2

2
nt
jt cos(” jdt
{ 2
gue podemos resolver usando integracion por partes, para obtener sucesivamente,
2 n 4% _ (zn
a =|—t? sn(7Z tj -— tsm(ﬁ tjdt
Nz 2 )|, nmy 2
2
8 2 . nt 8 nt
=— —tzsm(”—j Icos(” jdt
Nz | nxr 2 ), n’z? 2

16

16 n
=7 7 C0s(7zn) = nz—ﬂz( 1)

Con lo que la serie coseno de Fourier para f(t) = t? en el intervalo -2 < t < 2, se escribe como

F(t) = 162 (”;tj

Queda de tarea para el lector interesado, construir la serie seno de Fourier para esta funcién,
mediante una extension impar de f(t).
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A continuacidn se muestran las graficas correspondientes a la serie coseno de Fourier obtenida
anteriormente, en la que se consideran series truncadas en el n-ésimo término, mostrado en cada figura.

4 4
3 3
2 2
1 1

1 2 -2 -1 1 2

IN)
-
-
IN)

S
-

n=2 n=3
3/ |
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
n=10 n=>50

h).- Series de Fourier complejas.

Antes de concluir con este analisis de la teoria de Fourier para los desarrollos en series de Fourier
reales, vamos a presentar la extension a las series de Fourier complejas.

Dado que, en general, una expansion en series de Fourier contiene tanto senos como cosenos, se
puede escribir esta expansion en una forma mas compacta usando una exponencial compleja.
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Esta simplificacion toma en cuenta que €™ = cos nx + i sen nx. Lo que permite escribir la expansion
en series de Fourier compleja como

< .2n
f=>c, expil?ﬂtj
donde los coeficientes de Fourier ¢, (para n # 0) estan dados por
17 2Nz
c,=—| f(t)exp| -i—t |dt
=] 1wen( 125

mientras que Cp esta dado por
1 T
C, =?j f (t)dt.

0

Esta relacion se puede derivar de manera similar a como se hizo la derivacion de los coeficientes
reales an y bn; sélo que en este caso, se debe multiplicar el desarrollo de f(t) por

exp(—izm—”tJ
T

e integrar usando la relacién de ortogonalidad

.
T =

fexp(—i ZmHtJexp(i Zn”tjdtz{ para m=n

0 T T 0 para m=n

Los coeficientes complejos C, se relacionan con los coeficientes reales an y b, mediante
1 1
n E(an N Ibn)
1 1
n = E(an + Ibn)

Si f(t) es real entonces C.n = €y, donde el asterisco () significa complejo conjugado.

Un ejemplo.
Encuentre una serie de Fourier compleja para f(t) = t en el intervalo -3 <t < 3.

Solucidn. En este caso debemos escribir una serie de la forma

f="3c, exp(iz_r;—ﬂtJ

N=—o0

donde los coeficientes de Fourier ¢, (para n # 0) estaran dados por

17 .2nw
c, =?£ f(t) exp(—l?tjdt

3
=1jt3 exp(—in—”tjdt
6, 3

usando integracion por partes, encontramos que los coeficientes son

3
C, = 1 J t® exp(—i n—ﬂtj dt
67 3
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162(n*z? -6
c, _1 i(—1)“#
6 n°z

27(n27z2 - 6)

3_3

Gy =i(-D)" ———

mientras que Cp estara dado por
1 T
c, =—| f(t)dt
0 =7 j (t)

3
=1J't3dt=0
673

Por lo que la serie de Fourier compleja para f(t) = t* esta dada por

F(t)=i 2l 2( )" (' 6)exp( ”3” j

cuya gréfica, calculada considerando los valores de n indicados, junto con f(t) = 3, se muestra a
continuacion.

20 20
10 10
2 1 1 2 3 1 2 3
- 10 - 10
- 20 20
-5<n<5 -20<n<?20
30 30
20 20
10 10
1 2 3 1 2 3
- 10 - 10
- 20 - 20
- 30 - 30
-50<n<50 -100 <n <100
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Ejercicios sugeridos.

1.

En los siguientes problemas bosqueje la funcidén, encuentre el periodo minimo y construya el
desarrollo en Series de Fourier que corresponda.

@) f(t):{Zt:zL —02<<tt<<40

(b) f(t) = |sen 2t|, para —% <t< g

(c) f(t) =H(t), para —2 <t < 2. En este caso, H(t) representa a la funcién unitaria de Heaviside
(lamada en ocasiones, funcién escaldn).

X
sen— 0<x<m

(d) f(©) = 2

X
—senz n<x<2m

_(—x+e*¥ -3<t<0
(€) f(t)_{x+e"‘ 0<t<3

En algunos problemas es conveniente aproximar sin rtt en el intervalo [0,1] mediante una parabola
f(t) = at(1 — t), donde a es una constante. Para tener una idea de la exactitud de esta aproximacion,

(a) Expanda la funcidn f(t) = 4t(1 — t) en una serie de Fourier considerando

_(at(14+t) -1<t<0
f(t)_{4t(1—t) 0<t<1

(b) grafique, junto a la funcién f(t) = sinmt, la expansiéon obtenida considerando 2, 4, 8 y 20
términos.

Una funcidn diente de sierra se describe por

—1(n+t) —T<t<0

f(t)={21

+§(71'—t) 0 < t S T

Muestre que

£t) = Z sir;lnt
n=1
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4.

La figura mostrada representa una onda

fix)
triangular f(x).
(a) Escribe la funcién analitica (por partes) que la
describe en el intervalo de definiciéon, es 1
decir, la expresion para f(x).
4 -3n -2 —|r|: Ed 2n 3 4n
(b) Construya la expansion en Serie de Fourier

para dicha funcién.

(a) Encuentre la representacién en series de Fourier de

0 —mT<t<0
t 0<t<snm

fo ={

(b) Usando la expansién de Fourier encontrada en el inciso (a), muestre que

2 _ i 1
8 ZL.i(2n—1)2
n=1

Expanda la funcion f(t) definida mediante

2t 0<t<?2
f(t)_{8—2t 2<t<4

en (a) una serie seno de Fourier; y (b) una serie coseno de Fourier. (c) Analizando las graficas obtenidas

para cada una de las expansiones en serie de Fourier, icudl de las dos representaciones anteriores

converge mas rapido a f (t)? Explique. (d) Construya la serie completa de Fourier para la funcién dada.

Grafique cada una de las siguientes funciones y encuentre sus correspondientes (a) serie de Fourier

completa y (b) serie de Fourier de medio rango usando las propiedades de simetria que considere se

pueden aplicar.

o= (3, 95122
X -3 0<x<Z
( ) f(x) - % <x S -
() f(t) _ {—xx —02<<XXSSZO
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It 0<t<Z
@ f@={ 3 Fst<m
ln’—g n<t<2m
2
(e) f(x)=— 0<x<4
() f@)= {30t _03<<ttS§30
X O0<x<m
(g) g(X)={2n_x T<x<2m

Encuentre y grafique la serie de Fourier compleja para la funcién f(t) = t3 — t en el intervalo —2 <
t < 2. Para ello, considere una extension periddica que busque eliminar el fenémeno de Gibbs en los
extremos del intervalo.
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7.- Teorema integral de Fourier. Transformada de Fourier

a) Introduccidn.

b) Transformada de Fourier.

c) Teorema integral de Fourier.

d) Propiedades de la Transformada de Fourier.
e) Teorema de Convolucion.

f) Teorema de Parseval.

a).- Introduccion.

Transformacién integral

Una definicidn. Una transformacion integral se define como la operacion matematica que asocia a cada
funcidn f(t) en el espacio directo (o real), otra funcién F(7) en el espacio reciproco mediante la siguiente
identidad

F(r)= j‘ K(z,t) f (t)dt

donde K(zt) recibe el nombre de kernel de la transformacion, y los limites a y b estan dados por la
transformada correspondiente.

Ejemplos de transformadas integrales son: la de Fourier, la de Laplace, la Z, la de Hilbert, etc., cada
una con su correspondiente kernel y limites a y b.

La importancia de las transformadas integrales reside en que un problema que es dificil de resolver
en sus "coordenadas" originales (espacio real o directo), a menudo es mas sencillo de resolver al
transformarlo al espacio reciproco, después de ello, la transformada inversa nos devuelve la solucién en
el espacio original.

Problema en el Solucién relativamente facil | Solucién en el
espacio reciproco espacio reciproco
-
Transformada Integral Transformada Inversa
A
Problema original [~-- "t omrrim s e y _ Solucion de
El Solucion dificil problema original

En lo que sigue, estudiaremos algunos aspectos importantes de un tipo muy importante de
transformacion integral: La transformada de Fourier.

La teoria de las transformadas de Fourier es una rama muy importante de las matematicas debido
a que tienen una gran cantidad de aplicaciones fisicas.
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Antes de entrar en materia enunciaremos un par de definiciones importantes.

Integrabilidad absoluta

Definicidon. Decimos que una funcidén de una variable real f(t) es absolutamente integrable cuando la
integral

[l

existe.

Continuidad a trozos

Definicion. Decimos que la funcidn f(t) es continua a trozos sobre un intervalo del eje t si podemos dividir
este intervalo en un nimero finito de subintervalos en que f(t) sea continua. En cada subintervalo f(t) tiene
limites finitos cuando la variable tiende hacia los extremos desde el interior del subintervalo.

Ejemplos de funciones continuas a trozos

En los ejemplos anteriores, las discontinuidades presentes corresponden a “saltos” finitos, lo que
implica que en cada salto las funciones tienen limites finitos tanto a la izquierda como a la derecha de la
discontinuidad.
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En el caso complejo, una funcidon compleja de variable real f(t) = u(t) + i v(t) puede contener
discontinuidades de salto, siempre y cuando dichas discontinuidades lo sean tanto de u(t) como de v(t).

Este tipo discontinuidades de salto se denominan también discontinuidades de primera especie.
Un punto de discontinuidad ty se denomina de segunda especie cuando existe el limite a uno de los lados
pero no al otro, o cuando no lo hay en ninguno de los dos lados.

b).- Transformada de Fourier.

Sea f(t) una funcidn absolutamente integrable y continua a trozos en todo intervalo finito del eje
t, podemos definir de la siguiente manera una nueva funcién F(w), llamada transformada de Fourier de f.

Definicion. Se define la transformada de Fourier de la funcidn f(t) como

F(w)= j f (t)e'dt (7.1)

1
J2r

para -0 < @ < 0,

En general se usan minusculas (en este caso f) para representar una funcién de t, y mayusculas (en
este caso F) para representar su transformada de Fourier.

Cabe senalar que se han presentado las condiciones suficientes (integrabilidad absoluta y

continuidad a trozos) para la existencia de la transformada de Fourier, F(w); sin embargo, existen
funciones que sin cumplir la primera de ellas, si tienen transformada de Fourier.

Un ejemplo.

Calcule la transformada de Fourier de la funcién f(t) definida como

0 t<0
f(t)=
® {Ae“’t 0<t

Solucion. Usando la definicion de transformada de Fourier

F(w) = % j f (t)e'*dt
podemos escribir
A 7 i
F(w) =——|e"edt
\2r 'O[

donde hemos considerado que la integral de -co a 0 se anula porque en ese intervalo f(t) = 0.
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La dltima integral se puede escribir como
AT
F () =—=[e "t
N2

qgue nos lleva a

A e—(a—i(u)t t=c0
F(o)= —
(@) VZE[ a_ia)]t=0

y valuando en los limites correspondiente, nos permite escribir la transformada de Fourier que buscamos

A 1
F(”):E[—a—iwj

Como podemos advertir, en general, la transformada de una funcidn real suele ser una funcién compleja
de variable real; en este caso, podemos escribir

A a+iw
F(”):m(asz

c).- Teorema integral de Fourier.

Antes de enunciar el teorema integral de Fourier es importante mencionar que la transformada
integral de Fourier esta sujeta a las condiciones:

i.  f(t) es continua o continua por trozos; y
ii. f(t) es absolutamente integrable.

Por lo que podemos partir de la definicion de la transformada integral de Fourier (7.1) para
establecer que es posible recuperar o encontrar f(t) a partir de su transformada de Fourier F(@w) mediante
la expresion

f(t):%

donde la integral es un valor principal de Cauchy y recibe el nombre de Transformada Inversa de Fourier.

[ F(@e“do (7.2)

La transformada inversa de Fourier no proporciona correctamente el valor de f(t) en los valores tq
en los que f(t) no es continua. En dichos puntos, la expresion (7.2) proporciona el valor medio de los limites
de f(t) por la derecha y por la izquierda del punto considerado tg, es decir,

e+ 0]

Este resultado se conoce como teorema integral de Fourier.
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En algunos textos llaman teorema integral de Fourier a la expresidn

1 ° K ot —iwt
f(t):z'!; jf(r)e dr e “da (7.3)

—00

la cual se obtiene al sustituir la transformada de Fourier F(w) en la expresion para la transformada inversa
de Fourier f(t), tal como se muestra a continuacién.

Partiendo de la ecuacién (7.2), en donde hemos sustituido la definicién de F(w) dada por la
ecuacion (7.1), tenemos la ecuacion

j f (t)e'dt [e"'dw

1 ¢ 1
0=zl

que puede escribirse como

_ 1 ol T ot —iwt
f(t)_ZL jf(t)e dt e “dew

—00

Para obtener la ecuacion (7.3), basta con cambiar t por zen el integrando de la integral sobre t, de
esta Ultima expresion.

Es importante mencionar que la funcion f(t) y su correspondiente funcion F(w) forman una pareja
de transformadas de Fourier, por lo que la ecuacién (7.2) corresponde a la representacion de f(t) en
términos de una integral de Fourier.

Lo anterior permite interpretar a la transformada inversa de Fourier como una representacién de
f(t) en términos de una distribucion de ondas sinusoidales infinitamente grandes de frecuencia angular @,
en el que esta frecuencia es una variable continua.

En muchas de las aplicaciones de fisica, la variable t representa el tiempo (en s) y @ la frecuencia
angular (en rad/s), por lo que diremos que son cantidades reciprocas.

En mecanica cudntica, se acostumbra cambiar @ por E (considerando que E = %w), por lo que el
par (E,t) son cantidades reciprocas; mientras que en dptica apareceran como variables reciprocas la
posicidn r y el nimero de onda k.

Una funcién importante que aparece en muchas areas de la Fisica, ya sea directamente o como
una aproximacion a una situacion fisica, es la distribucidon Gaussiana o normal.

A continuacion se presentan algunos ejemplos:

(i) ~ Una funcién gaussiana es la funcidén de onda del estado fundamental del oscilador arménico
cuantico.

(i)  Los orbitales moleculares usados en quimica computacional son combinaciones lineales de
funciones gaussianas llamados orbitales gaussianos.

(iii)  Matematicamente, la funcidn gaussiana juega un papel importante en la definicion de los
polinomios de Hermite. Consecuentemente, estdn también asociadas con el estado de vacio en la
teoria cudntica de campos.

(iv)  Losrayos gaussianos se usan en sistemas opticos y de microondas.

(v) Las funciones gaussianas se utilizan como filtro de suavizado en el procesamiento digital de
imagenes.

Su transformada de Fourier es de suma importancia, tanto en si misma, como en su interpretacion
estadistica ya que ilustra facilmente una forma del principio de incertidumbre.
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Otro ejemplo.

Por lo anterior, vamos a calcular la transformada de Fourier de la distribucién Gaussiana normalizada,
definida por

1 [
f(t)_aﬂe

Esta distribucion Gaussiana esta centrada en t = 0 y tiene una desviacion raiz media cuadratica Atms = o.

Solucidn. Partiendo de la definicién de transformada de Fourier podemos escribir

L [_Zizje“”tdt

LT e
x/g,wa 27

Pé(tzfzazim)]

F(o)=

F(0) = dt

SN S
\/Z s oN2rx
El argumento de la exponencial se puede escribir como
(t2 - 20'2ia)t) = (t2 - 202ia)t) + (—O'Zia))2 N (—O'Zia))2
= (t2 - 20 %ot + (O'Zia))2 ) —(O'Ziw)2
= (t = iO'zco)2 — (iO'za))2
lo que permite reescribir a la transformada de Fourier F(®) como
(—Eazwzj [(t—io—zw)z}
ev’? 1 7 20*
e dt
N2 |oN2x _‘[O

F(w) =

La integral del término entre corchetes se puede escribir como
(t_iazw)z t-icZw :
e
f e dt = Ie dt

o2 o~N2rx

y haciendo el cambio de variable
- Toal0)

dt = /2odx
20

tenemos
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Por lo que finalmente podemos escribir

1 (—%02(02)
F(w)=——¢
Que corresponde a otra gaussiana, centrada en @ =0y con una desviacion Awms = 1/c.

En el ejemplo anterior, las desviaciones o “dispersiones” en t y @ resultaron inversamente
relacionadas, es decir
AoAt=1
independientemente del valor de o.

En términos fisicos, el hacer mas angosto el tiempo implica un ensanchamiento (o aumento) en el
espectro de frecuencias. Enunciados similares son validos para otras parejas de variables reciprocas de
Fourier, como las mencionadas lineas arriba.

Por ejemplo, el par posicion - nimero de onda permite escribir AX Ak = 1, para un paquete
gaussiano.

Las relaciones de incertidumbre como se expresan usualmente en la mecdnica cuantica se pueden
relacionar con esto si uno introduce las relaciones para momento y energias, dadas por De Broglie y
Einstein, respectivamente, las cuales son

p=hk y E=-low
donde 7 es la constante de Planck reducida, obtenida al dividir la constante de Planck h entre 2x.

En mecanica cuantica f(t) representa una funcién de onda y la amplitud de probabilidad en el
tiempo esta dado por [f(t)|? (que también es una gaussiana). De manera similar, la amplitud de probabilidad

en la frecuencia estd dada por |F(w)[°. Estas dos distribuciones tienen desviaciones rms de G/\/E y

1/0'\/5 dando lugar, después de usar las expresiones parapy E,
AE At = R/2 y Apx AX = #f2

Los factores de (1/2) que aparecen en las expresiones anteriores son producto de considerar
distribuciones gaussianas para la funcién de onda f(t), sin embargo, cualquier forma que tenga la funcién
de onda f(t) produce una cantidad a/i para el producto AE At en el cual a es estrictamente positivo, de
hecho el valor de (1/2) producido por la Gaussiana es el minimo posible, por lo que a este tipo de funciones
de onda gaussianas se les llama paquete de minima dispersion.
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d).- Propiedades de la Transformada de Fourier.

Algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier, y que se desprenden de su definicién,
son las siguientes:

e La transformada de Fourier es una aplicacién lineal, es decir, la trasformada de una suma de
funciones es la suma de las transformadas.

F{af (t)+bg(t)} (w) =aF { f (t)} (o) +bF {g(t)} (w)

e Silafuncién es absolutamente integrable se cumplen las siguientes relaciones.
o Cambio de escala

F{f(at)) (@)=~ F{f (t)}(%j

[

o Traslacion

F{ft—a)l(w)=e"F{f(t)} ()

o Traslacion en la variable transformada

F{f()}(0-a)=F{e"f (1)} (o)

o Transformada de la derivada: Sif y suderivada son integrables, entonces satisface que

F{f'()} (@) =ioF {f 1)} ()

o Derivada de la transformada:

F{E)) (@) = F{-it- f ()} (o)

Estas identidades se demuestran mediante un cambio de variables o integracién por partes,
operada sobre la definicidn.

Ejercicios sugeridos.

1. (a)Encuentre la transformada de Fourier de la funcidn f(t) = e~ ltl; y (b) Usando el resultado anterior
y el teorema integral de Fourier muestre que

(o0}
Ee"”—f cos wt do
2 ) 1+ w?

0

2. Encuentre la transformada de Fourier de la funcién g(t) = H(t — a)e™?¢, donde H(t) es la funcién
de Heaviside (o funcién “escaldn”).
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3. Encuentre la transformada de Fourier para la funcidn

1 para |t|<pB
0 para |t|>p

F© ={

4. Encuentre la transformada de Fourier para la funcion f(t) = te~t”.

5. Encuentre la transformada de Fourier para la funcion tridngulo definida por

_(1—|t] para [t <1
9@ = { 0 para |[t| > 1
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