7.- Teorema integral de Fourier. Transformada de Fourier

a) Introduccidn.

b) Transformada de Fourier.

c) Teorema integral de Fourier.

d) Propiedades de la Transformada de Fourier.
e) Teorema de Convolucion.

f) Teorema de Parseval.

a).- Introduccion.

Transformacién integral

Una definicidn. Una transformacion integral se define como la operacion matematica que asocia a cada
funcidn f(t) en el espacio directo (o real), otra funcién F(7) en el espacio reciproco mediante la siguiente
identidad

F(r)= j‘ K(z,t) f (t)dt

donde K(zt) recibe el nombre de kernel de la transformacion, y los limites a y b estan dados por la
transformada correspondiente.

Ejemplos de transformadas integrales son: la de Fourier, la de Laplace, la Z, la de Hilbert, etc., cada
una con su correspondiente kernel y limites a y b.

La importancia de las transformadas integrales reside en que un problema que es dificil de resolver
en sus "coordenadas" originales (espacio real o directo), a menudo es mas sencillo de resolver al
transformarlo al espacio reciproco, después de ello, la transformada inversa nos devuelve la solucién en
el espacio original.

Problema en el Solucién relativamente facil | Solucién en el
espacio reciproco espacio reciproco
-
Transformada Integral Transformada Inversa
A
Problema original [~-- "t omrrim s e y _ Solucion de
El Solucion dificil problema original

En lo que sigue, estudiaremos algunos aspectos importantes de un tipo muy importante de
transformacion integral: La transformada de Fourier.

La teoria de las transformadas de Fourier es una rama muy importante de las matematicas debido
a que tienen una gran cantidad de aplicaciones fisicas.
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Antes de entrar en materia enunciaremos un par de definiciones importantes.

Integrabilidad absoluta

Definicidon. Decimos que una funcidén de una variable real f(t) es absolutamente integrable cuando la
integral

[l

existe.

Continuidad a trozos

Definicion. Decimos que la funcidn f(t) es continua a trozos sobre un intervalo del eje t si podemos dividir
este intervalo en un nimero finito de subintervalos en que f(t) sea continua. En cada subintervalo f(t) tiene
limites finitos cuando la variable tiende hacia los extremos desde el interior del subintervalo.

Ejemplos de funciones continuas a trozos

En los ejemplos anteriores, las discontinuidades presentes corresponden a “saltos” finitos, lo que
implica que en cada salto las funciones tienen limites finitos tanto a la izquierda como a la derecha de la
discontinuidad.
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En el caso complejo, una funcidon compleja de variable real f(t) = u(t) + i v(t) puede contener
discontinuidades de salto, siempre y cuando dichas discontinuidades lo sean tanto de u(t) como de v(t).

Este tipo discontinuidades de salto se denominan también discontinuidades de primera especie.
Un punto de discontinuidad ty se denomina de segunda especie cuando existe el limite a uno de los lados
pero no al otro, o cuando no lo hay en ninguno de los dos lados.

b).- Transformada de Fourier.

Sea f(t) una funcidn absolutamente integrable y continua a trozos en todo intervalo finito del eje
t, podemos definir de la siguiente manera una nueva funcién F(w), llamada transformada de Fourier de f.

Definicion. Se define la transformada de Fourier de la funcidn f(t) como

F(w)= j f (t)e'dt (7.1)

1
J2r

para -0 < @ < 0,

En general se usan minusculas (en este caso f) para representar una funcién de t, y mayusculas (en
este caso F) para representar su transformada de Fourier.

Cabe senalar que se han presentado las condiciones suficientes (integrabilidad absoluta y

continuidad a trozos) para la existencia de la transformada de Fourier, F(w); sin embargo, existen
funciones que sin cumplir la primera de ellas, si tienen transformada de Fourier.

Un ejemplo.

Calcule la transformada de Fourier de la funcién f(t) definida como

0 t<0
f(t)=
® {Ae“’t 0<t

Solucion. Usando la definicion de transformada de Fourier

F(w) = % j f (t)e'*dt
podemos escribir
A 7 i
F(w) =——|e"edt
\2r 'O[

donde hemos considerado que la integral de -co a 0 se anula porque en ese intervalo f(t) = 0.
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La dltima integral se puede escribir como
AT
F () =—=[e "t
N2

qgue nos lleva a

A e—(a—i(u)t t=c0
F(o)= —
(@) VZE[ a_ia)]t=0

y valuando en los limites correspondiente, nos permite escribir la transformada de Fourier que buscamos

A 1
F(”):E[—a—iwj

Como podemos advertir, en general, la transformada de una funcidn real suele ser una funcién compleja
de variable real; en este caso, podemos escribir

A a+iw
F(”):m(asz

c).- Teorema integral de Fourier.

Antes de enunciar el teorema integral de Fourier es importante mencionar que la transformada
integral de Fourier esta sujeta a las condiciones:

i.  f(t) es continua o continua por trozos; y
ii. f(t) es absolutamente integrable.

Por lo que podemos partir de la definicion de la transformada integral de Fourier (7.1) para
establecer que es posible recuperar o encontrar f(t) a partir de su transformada de Fourier F(@w) mediante
la expresion

f(t):%

donde la integral es un valor principal de Cauchy y recibe el nombre de Transformada Inversa de Fourier.

[ F(@e“do (7.2)

La transformada inversa de Fourier no proporciona correctamente el valor de f(t) en los valores tq
en los que f(t) no es continua. En dichos puntos, la expresion (7.2) proporciona el valor medio de los limites
de f(t) por la derecha y por la izquierda del punto considerado tg, es decir,

e+ 0]

Este resultado se conoce como teorema integral de Fourier.
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En algunos textos llaman teorema integral de Fourier a la expresidn

1 ° K ot —iwt
f(t):z'!; jf(r)e dr e “da (7.3)

—00

la cual se obtiene al sustituir la transformada de Fourier F(w) en la expresion para la transformada inversa
de Fourier f(t), tal como se muestra a continuacién.

Partiendo de la ecuacién (7.2), en donde hemos sustituido la definicién de F(w) dada por la
ecuacion (7.1), tenemos la ecuacion

j f (t)e'dt [e"'dw

1 ¢ 1
0=zl

que puede escribirse como

_ 1 ol T ot —iwt
f(t)_ZL jf(t)e dt e “dew

—00

Para obtener la ecuacion (7.3), basta con cambiar t por zen el integrando de la integral sobre t, de
esta Ultima expresion.

Es importante mencionar que la funcion f(t) y su correspondiente funcion F(w) forman una pareja
de transformadas de Fourier, por lo que la ecuacién (7.2) corresponde a la representacion de f(t) en
términos de una integral de Fourier.

Lo anterior permite interpretar a la transformada inversa de Fourier como una representacién de
f(t) en términos de una distribucion de ondas sinusoidales infinitamente grandes de frecuencia angular @,
en el que esta frecuencia es una variable continua.

En muchas de las aplicaciones de fisica, la variable t representa el tiempo (en s) y @ la frecuencia
angular (en rad/s), por lo que diremos que son cantidades reciprocas.

En mecanica cudntica, se acostumbra cambiar @ por E (considerando que E = %w), por lo que el
par (E,t) son cantidades reciprocas; mientras que en dptica apareceran como variables reciprocas la
posicidn r y el nimero de onda k.

Una funcién importante que aparece en muchas areas de la Fisica, ya sea directamente o como
una aproximacion a una situacion fisica, es la distribucidon Gaussiana o normal.

A continuacion se presentan algunos ejemplos:

(i) ~ Una funcién gaussiana es la funcidén de onda del estado fundamental del oscilador arménico
cuantico.

(i)  Los orbitales moleculares usados en quimica computacional son combinaciones lineales de
funciones gaussianas llamados orbitales gaussianos.

(iii)  Matematicamente, la funcidn gaussiana juega un papel importante en la definicion de los
polinomios de Hermite. Consecuentemente, estdn también asociadas con el estado de vacio en la
teoria cudntica de campos.

(iv)  Losrayos gaussianos se usan en sistemas opticos y de microondas.

(v) Las funciones gaussianas se utilizan como filtro de suavizado en el procesamiento digital de
imagenes.

Su transformada de Fourier es de suma importancia, tanto en si misma, como en su interpretacion
estadistica ya que ilustra facilmente una forma del principio de incertidumbre.
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Otro ejemplo.

Por lo anterior, vamos a calcular la transformada de Fourier de la distribucién Gaussiana normalizada,
definida por

1 [
f(t)_aﬂe

Esta distribucion Gaussiana esta centrada en t = 0 y tiene una desviacion raiz media cuadratica Atms = o.

Solucidn. Partiendo de la definicién de transformada de Fourier podemos escribir

L [_Zizje“”tdt

LT e
x/g,wa 27

Pé(tzfzazim)]

F(o)=

F(0) = dt

SN S
\/Z s oN2rx
El argumento de la exponencial se puede escribir como
(t2 - 20'2ia)t) = (t2 - 202ia)t) + (—O'Zia))2 N (—O'Zia))2
= (t2 - 20 %ot + (O'Zia))2 ) —(O'Ziw)2
= (t = iO'zco)2 — (iO'za))2
lo que permite reescribir a la transformada de Fourier F(®) como
(—Eazwzj [(t—io—zw)z}
ev’? 1 7 20*
e dt
N2 |oN2x _‘[O

F(w) =

La integral del término entre corchetes se puede escribir como
(t_iazw)z t-icZw :
e
f e dt = Ie dt

o2 o~N2rx

y haciendo el cambio de variable
- Toal0)

dt = /2odx
20

tenemos
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Por lo que finalmente podemos escribir

1 (—%02(02)
F(w)=——¢
Que corresponde a otra gaussiana, centrada en @ =0y con una desviacion Awms = 1/c.

En el ejemplo anterior, las desviaciones o “dispersiones” en t y @ resultaron inversamente
relacionadas, es decir
AoAt=1
independientemente del valor de o.

En términos fisicos, el hacer mas angosto el tiempo implica un ensanchamiento (o aumento) en el
espectro de frecuencias. Enunciados similares son validos para otras parejas de variables reciprocas de
Fourier, como las mencionadas lineas arriba.

Por ejemplo, el par posicion - nimero de onda permite escribir AX Ak = 1, para un paquete
gaussiano.

Las relaciones de incertidumbre como se expresan usualmente en la mecdnica cuantica se pueden
relacionar con esto si uno introduce las relaciones para momento y energias, dadas por De Broglie y
Einstein, respectivamente, las cuales son

p=hk y E=-low
donde 7 es la constante de Planck reducida, obtenida al dividir la constante de Planck h entre 2x.

En mecanica cuantica f(t) representa una funcién de onda y la amplitud de probabilidad en el
tiempo esta dado por [f(t)|? (que también es una gaussiana). De manera similar, la amplitud de probabilidad

en la frecuencia estd dada por |F(w)[°. Estas dos distribuciones tienen desviaciones rms de G/\/E y

1/0'\/5 dando lugar, después de usar las expresiones parapy E,
AE At = R/2 y Apx AX = #f2

Los factores de (1/2) que aparecen en las expresiones anteriores son producto de considerar
distribuciones gaussianas para la funcién de onda f(t), sin embargo, cualquier forma que tenga la funcién
de onda f(t) produce una cantidad a/i para el producto AE At en el cual a es estrictamente positivo, de
hecho el valor de (1/2) producido por la Gaussiana es el minimo posible, por lo que a este tipo de funciones
de onda gaussianas se les llama paquete de minima dispersion.
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d).- Propiedades de la Transformada de Fourier.

Algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier, y que se desprenden de su definicién,
son las siguientes:

e La transformada de Fourier es una aplicacién lineal, es decir, la trasformada de una suma de
funciones es la suma de las transformadas.

F{af (t)+bg(t)} (w) =aF { f (t)} (o) +bF {g(t)} (w)

e Silafuncién es absolutamente integrable se cumplen las siguientes relaciones.
o Cambio de escala

F{f(at)) (@)=~ F{f (t)}(%j

[

o Traslacion

F{ft—a)l(w)=e"F{f(t)} ()

o Traslacion en la variable transformada

F{f()}(0-a)=F{e"f (1)} (o)

o Transformada de la derivada: Sif y suderivada son integrables, entonces satisface que

F{f'()} (@) =ioF {f 1)} ()

o Derivada de la transformada:

F{E)) (@) = F{-it- f ()} (o)

Estas identidades se demuestran mediante un cambio de variables o integracién por partes,
operada sobre la definicidn.

Ejercicios sugeridos.

1. (a)Encuentre la transformada de Fourier de la funcidn f(t) = e~ ltl; y (b) Usando el resultado anterior
y el teorema integral de Fourier muestre que

(o0}
Ee"”—f cos wt do
2 ) 1+ w?

0

2. Encuentre la transformada de Fourier de la funcién g(t) = H(t — a)e™?¢, donde H(t) es la funcién
de Heaviside (o funcién “escaldn”).
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3. Encuentre la transformada de Fourier para la funcidn

1 para |t|<pB
0 para |t|>p

F© ={

4. Encuentre la transformada de Fourier para la funcion f(t) = te~t”.

5. Encuentre la transformada de Fourier para la funcion tridngulo definida por

_(1—|t] para [t <1
9@ = { 0 para |[t| > 1
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