6.- Series de Fourier de funciones periddicas

a) Introduccion.

b) Condiciones de Dirichlet.

c) Desarrollo en Series de Fourier.

d) Coeficientes de Fourier.

e) Algunas consideraciones de simetria.

f)  Funciones discontinuas. Fendmeno de Gibbs.
g) Expansion de Fourier de medio rango.

h) Series de Fourier para funciones complejas.

a).- Introduccion.

En cursos previos de Matemaéticas se ha visto que dos vectores d y b (distintos de cero) son

ortogonales, cuando su producto interno @ - b es cero; en una generalizacion de este concepto, es muy
comun hacer una analogia en el caso de funciones definidas en un cierto dominio, y decir que dos
funciones distintas son ortogonales cuando su producto interno es cero.

Funciones ortogonales
Definicion. Se dice que un conjunto de funciones {¢(t)} es ortogonal en el intervalo a <t < b si dos
funciones cualesquiera ¢, (t) y ¢,,(t) de dicho conjunto cumplen que

b
(b t) = [ b~ tu0de={,) 7"

Cualquier conjunto de ortogonal de funciones diferentes de cero {¢(t)} se puede normalizar, es
decir transformarlo en un conjunto ortonormal dividiendo cada funcién entre su norma.

Desarrollo en series ortogonales

Suponga que {¢ (t)} es un conjunto infinito de funciones ortogonales en el intervalo a < t < b.
La pregunta es: Si y = f(t) es una funcién definida en el intervalo [a, b], isera posible determinar un
conjunto de coeficientes ¢, n = 0,1,2, -+, para el que podamos escribir a la funcién f(t) como

f(t) = C0¢0 + C1¢1 + .-+ Cn(;l)n + .7

La respuesta es si se puede, y para ello, debemos multiplicar el desarrollo anterior para f(t) por la funcién
¢n(t) e integrar en el intervalo [a,b] para obtener

J, T O Odt = [ GO, 00t+ [ ch O, Ot ..+ [ €., O O+
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Sin embargo, debido a la propiedad de ortogonalidad, las integrales del lado derecho son cero,
excepto cuando m = n, asi que la expresién anterior se reduce a

[ 0@t =c, 4,000t

de donde podemos despejar los coeficientes ¢, del desarrollo propuesto para f(t).

Con el resultado anterior, podemos escribir el desarrollo de f(t) como
f(t)=2 c.en(D)
n=0

donde

RIOZICL:
v O

n

Si el conjunto de funciones ¢n(t) es ortonormal, entonces el denominador en la Gltima expresion
es igual a 1, y el calculo del coeficiente ¢, del desarrollo de f(t) se reduce a

¢, =[ tO M)t

En particular, las funciones periédicas (como el seno y el coseno) de frecuencias distintas, pero
multiplos de una frecuencia fundamental, son ortogonales y forman un conjunto completo, por lo que son
una buena opcién para realizar un desarrollo de la forma descrita lineas arriba.

En lo que sigue analizaremos los desarrollos para una funcidn f(t) en términos de una suma de
Senos y cosenos.

Tal representacion se llama serie de Fourier y, a diferencia de la serie de Taylor, puede describir
funciones que no son completamente continuas o diferenciables. Ademas, son faciles de diferenciar e
integrar, sus modulos son faciles de evaluar y cada término incluye solamente una frecuencia
caracteristica.

Este Ultimo punto es importante porque, como se verd mas adelante, la serie de Fourier se utiliza
a menudo para representar la respuesta de un sistema a una entrada periddica, y esta respuesta a menudo
depende directamente de la frecuencia de entrada.

Las series de Fourier se utilizan en una amplia variedad de situaciones fisicas, por ejemplo, las
vibraciones de una cuerda finita, la dispersion de la luz por una rejilla de difraccion, la transmision de una
sefial de entrada a través de un circuito electrdnico, etc.
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b).- Condiciones de Dirichlet.

En parrafos anteriores se ha mencionado que las series de Fourier pueden usarse para representar
una funcion para la cual no es posible un desarrollo de Taylor.

Las condiciones particulares que debe reunir una funcién f(t), a fin de que pueda representarse
mediante una serie de Fourier, se conocen como condiciones de Dirichlet y son las siguientes:

i.  Lafuncion f(t) debe ser periddica;
ii. La funcion debe ser monovaluada y continua, excepto (posiblemente) en un nimero finito de
discontinuidades finitas;
iii.  Lafuncién debe tener solamente un nimero finito de maximos y minimos dentro de un periodo
Ty
iv. Laintegral de |f(t)| sobre un periodo T, debe converger.

Si se satisfacen las condiciones anteriores entonces la serie de Fourier correspondiente converge
a f(t) en todos los puntos en que f(t) es continua.

Vale la pena mencionar que cuando tenemos situaciones fisicas (reales), las tres ultimas
condiciones de Dirichlet casi siempre se cumplen, no asi la primera de ellas, ya que no todas las funciones
son periddicas. Sin embargo, en muchas situaciones es posible representar una funcién no periédica como
una serie de Fourier mediante la manipulacién de la funcién para transformarla en una forma periddica,
lo cual veremos mas adelante.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de funcidn que puede representarse como una serie
de Fourier sin necesidad de modificarla, toda vez que presenta una periodicidad evidente.

Por otro lado, si consideramos la figura que se muestra a continuacidn, vemos que la funciéon
representada del lado izquierdo no presenta periodicidad, sin embargo se le puede introducir una
periodicidad, logrando una extension periddica de la funcion, que se muestra en el lado derecho.
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Funcién no Extension periodica
periddica 1)

NN

—31 =21 -1 oI 1 21 31
0 / T

El procedimiento que seguiremos en tales casos se discutird mas adelante.

Resumiendo.
Se dice que una funcién f(t) es periddica, con periodo T, si
= el dominio de f(t) contiene tantoatcomoat+T;y
= f(t+T) =1(t)

4 T

2T

Aunque 2T también satisface las condiciones anteriores, el valor minimo de T sera el que usaremos
en lo que sigue.

c).- Desarrollo en Series de Fourier.

Definicion. Una serie de Fourier es una expansion de una funcidn periddica f(t), con periodo T, en términos
de una suma infinita de senos y cosenos que toma la forma

f(t) =Y (a, cosnwt +b, sinnet)
n=0

En otras palabras, cualquier funcién periddica se puede reescribir como una suma de funciones
armonicas multiplicadas por constantes a determinar: a, y by.

En el desarrollo anterior, se considera que la funcion f(t) tiene una periodicidad definida; sin
embargo, mas adelante veremos que aunque la funcién no sea periddica podremos hacer un andlisis de
Fourier mediante la transformada integral de Fourier.
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Un ejemplo grafico.
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d).- Coeficientes de Fourier.

Considerando el desarrollo en términos de funciones ortogonales, podemos encontrar los
coeficientes del desarrollo de Fourier para la funcién f(t) dada por

f(t) =%+Z(an cos Nt +b_ sin net) (6.1)

n=1

Vale la pena mencionar que en esta expresion se ha separado el término cuando n =0, de la definicion de
Serie de Fourier dada en la seccion anterior, y ahora la sumatoria empiezaenn =1.
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El término % corresponde al valor promedio de la funcién f(t) en el periodo T, como veremos a
2

continuacion.

Si multiplicamos la expresidn (6.1) por (cos mat) e integramos de 0 a T encontramos que

;
anzTgJ'f(t)cosna)tdt para n=123,...
0

mientras que para n =0, se tiene

T

2
aoz?jf(t)dt

0

Por otro lado, multiplicando la expresion (6.1) pero ahora por (sin mat), e integrando de 0 a T,
encontramos que

27 :
b, :?j f(t)sinnwtdt para n=12,3,..
0
Desarrollo en Serie de Fourier
Definicion. Sea f(t) una funcidn convergente en el intervalo 0 <t <T, el desarrollo en serie de Fourier para
f(t) existe y estd dado por
f(t)= %, > (a, cosnet +b, sinnet)
n=1

donde los coeficiente del desarrollo an y b, estan dados por

;
a = EJ' f (t) cos nwtdt
n T )

2T
b, = —j f (t)sin neotdt
T 0

paran=1, 2, 3, ...; mientras que ap esta dado por
2 T
8= j f (t)dt

0

A la cantidad @ que aparece en las expresiones anteriores se le conoce como frecuencia
fundamental y estd dada por

donde T es el periodo de la funcién f(t).

El célculoy estudio de las series de Fourier se conoce como analisis armonico (o analisis de Fourier)
y es extremadamente Util al estudiar funciones periddicas arbitrarias y hacer un analisis de la misma en
términos de su contenido frecuencial o espectro, an.
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Un ejemplo.
Determina la representacion en series de Fourier de la siguiente funcion f(t).

f(t) A

1

-2 -1 0 | 2 3 ¢
Solucion.
Primero determinemos el periodo T, y escribamos la expresion matematica de la funcién f(t),

resultando que

T=2
y
1, O<t<«1l
f(t)=
0, 1<t<?2

A continuacion calculemos los coeficientes del desarrollo de Fourier
2 T 2 2 1 2
a, :?! f (t)dt :5! f (t)dt :lldtJrjl'Odt:l—O:l
2

2
a, = ?I f (t) cos nwtdt

0

r 2 . 1 .
= jlcos nztdt +I0dt _ [S'” ””t} _sinnz
g 1

nz |, nr

como estamos considerando que n es un entero, este ultimo resultado se anulara, por lo que
a, =0

Por otro lado, el coeficiente b, esta dado por

2
b, _2 j f (t)sin notdt
T 0

r 2 cosnzt | 1-cosnrz
:jlsin n;ztdt+j0dt:{— } =
) 1 nz

0 nzx
de nuevo, como n es un entero, podemos advertir que
cosnz =(-1)"

con lo que

b 1D
nz
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Finalmente, la serie de Fourier resulta ser
1 &(1-(-D" .
fty==+> =CED g nzt
2 nz
gue desarrollando los primeros términos se escribe como

f(t) :1+Esin 7zt+£sin 37zt+£sin Szt+...
2 3 Y4

Es importante mencionar que la serie obtenida anteriormente, en principio, es una serie infinita;
sin embargo, en muchas situaciones sera suficiente considerar un nimero finito de términos para obtener

la aproximacién deseada, toda vez que conforme sumamos términos el resultado va convergiendo a la
funcion original f(t).

Lo que puede apreciarse mejor en la siguiente secuencia de imagenes correspondientes a la serie
de Fourier recién construida.

/ aa

@
]

Esin 7t + isin 3t
7T 37

—sin zt + —sin 37zt+£sin 5t Esin 7zt+isin 37zt+£sin 5;zt+isin Tt
7T 3 5x V4 3z T 1z
i 1) A
| 1 | Y
lrr‘u\r\.l\.fll
1 ll 1 |
- II |I |
- ¥ it B . _
- 0 l" AV :
—sin zt +—sin 37zt+£sin 5;zt+£sin 77zt+isin ot l+£sin puu +isin 37zt+...+isin 234
Vs T 5z 1 O V4 3z 23rx
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Antes de continuar vale la pena escribir las siguientes identidades que pueden resultar utiles en el
analisis de Fourier

sin(—x) = —sin x cos(—Xx) = cos X
sinnz =0 cosnz = (-1)"
sin2nz =0 cos2nr =1

Otro ejemplo.
Dada f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con periodo T = 2, bosqueje la gréficaentret=-3yt=3y
calcule los coeficientes de la serie de Fourier correspondiente.

Solucién.
La grafica de la funcién tiene la forma

JOA

A continuacidn, calculamos los coeficientes de la serie de Fourier empezando con ag

27 2 ¢
aoz?jf(t)dt:?jf(t)dt
0 -1

21 2] 1-1
== ftdt=| = | ====0
2 2], 2

Mientras que los coeficientes a, estan definidos por

2 1 1
a,= = j f (t) cosnwtdt = _[t cos ntdt
-1 -1
para calcular esta integral, usamos el método de integracion por partes,
- 1 1 -
tsinnzt sin nzt
nr 14

Q- sinnz —[-sin(-nz)] . [cos nzt T

" nz n’z?



COS N7z —Cos(—nz
a,=0+ 5 2( ) _
n‘z

n

0

Para terminar, calculemos el coeficiente by

1 1
b, =3j f (t)sin notdt = jtsin nztdt
T -1

-1

es decir

(o
Il

1 1
tcosnrxt cos nzt
o] et
1

nz nzx

-1

—cosnz +[-cos(—nz)] N sinnzt |
nz n‘z® |,

_2cosnz sinnz —sin(-nz) _ 2(-)™

nz n’z’ Nz
_2cosnz - 2(-1)"
Nz nx

Con lo anterior, para la funcion f(t) = t definida en el intervalo [-1,1] y con periodo T = 2, la serie
de Fourier resulta ser

) 2(_1)n+1 .
f(t)=) ———sinnxt
(t) Zl 3
o expandida en sus primeros términos

f(t)= gsin nt—isin 27t +£sin 3rt—...
V4 2 3z

Un ejercicio.
Dada v(t) = 2 — t en el intervalo [0,2], v(t) = 0 en el intervalo [2,4] y con periodo T = 4, (a) bosqueje la
graficaentret =0yt =12;y (b) calcule los coeficientes de la serie de Fourier correspondiente.

Solucion.
(a) La graficaes
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v (1)
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(b) Los coeficientes son

2 ¢ 2
a0=?£v(t)dt=z(2)=1

_27 _2-(=1)"]
a.n = ?'([V(t) cos na)tdt = n2—7z'2

2 ¢ 2
b, == [v(t)sin netdt = =
T% Nz

Asi que la serie resulta

n=1 nz

v(t) = % + i{_Z[l;z(—zl) Jcos [%) +-2sin (%)}

Cuya grafica, considerando los primeros 10 y 50 términos, es

20
20
s 15
10 10
05 05
N AN N " Al‘
2 Vi 6 Vs 10 k2 4

e).- Algunas consideraciones de simetria.

En muchas ocasiones, la paridad de la funcion f(t) permite simplificar el calculo de su serie de
Fourier, para ello vale la pena identificar el tipo de simetria que presenta dicha funciéon y obviar el calculo
de los coeficientes ap y an, o los coeficientes by, seglin sea la paridad mostrada por f(t).
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Funcioén par
Una funcidn f(t) es par si su gréafica es simétrica

respecto al eje vertical, tal como se muestra en la
figura.

(G

En este caso se cumple que

f(=t) = f(t) _ ’

para todo valor de t en el dominio de definicidn.

Algunos ejemplos de funciones pares son los
siguientes

f()y=1] f(y="r

f(t)=cost

Evidentemente, la integral de una funcién par de —Aa +A

Joar (1)

—A +4
es el doble de la integral de 0 a +A, es decir

A A
j_A fo (t)dt =2 jo f o (0t
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Funcion impar

Una funcion f(t) es impar si su grafica es
antisimétrica respecto al eje vertical, tal como se
muestra en la figura.

En este caso se cumple que | “

f(=t) =—f(t)

para todo valor de t en el dominio de definicidn. : Y S — D

Algunos ejemplos de funciones impares son

f0)y=1 fw=r

f(t)=sint

Evidentemente, la integral de una funcion impar de —Aa +A

<f;mp;lr (t )
I

+A4

se anula, es decir

A
[ Fpar )it =0
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Producto de funciones pares e impares.

De acuerdo a la clasificaciéon presentada anteriormente, el producto de funciones satisface las
siguientes propiedades:

= (par) x (par) = par
= (impar) x (impar) = par
= (par) x (impar) = impar

= (impar) x (par) = impar
La simetria en los coeficientes de Fourier.

De las propiedades de las funciones pares e impares, se puede demostrar que

= para funciones pares:
T/2 T/2

4 4
aoz?-c[f(t)dt, anz?lf(t)cosna)tdt y b =0

n

1

2 T7/2 4 T/2 2 T/2 . -
a, = jf(r)cosna)rdf = jf(t)cosna)rdr b, =7 jf(f)SH’l’?Cf)fdf =0
-T/2 -T2
: Y ’ I
(par) x (par) (par) x (impar)
%_J %/—/
I
(pla‘r) (impar)

mientras que
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= para funciones impares:

T/2

a—a =0 y bnzéjf(t)sinna)tdt
0

2
T2
ay =— _[f(f)df:() 5 102 4772
-T2 b =— _[f(!)sinna)fdt == J.f(t)sinna)tdt
T/2 (impar) 1 T 1 0
2 ¢ I
a,=— J‘f(r)cosnardfz{) . .
T 35 (impar) X (impar)
Y —
(impar) X (par) (plalr)
—
Il
(impar)

f).- Funciones discontinuas. Fenémeno de Gibbs.

La expansidn en Serie de Fourier usualmente funciona de manera adecuada cuando tenemos
funciones que son discontinuas en el intervalo requerido. Sin embargo, en estos casos la serie no produce
una funcidn discontinua, sino que “conecta” la funcidn original en su discontinuidad.

Por ejemplo, para la funcidon diente de sierra definida como f(t) = at (con a > 0) y periodo =, que
se muestra en la figura de la izquierda, y que presenta una discontinuidad en t = 7, encontramos que el
desarrollo en Serie de Fourier existe, tal como se muestra en la figura de la derecha, el cual se ha calculado
para 4, 6y 10 términos.

! !

A f 10 terms

L=

En este punto mencionaremos, sin probar, que el valor de la funcién en términos de la Serie de
Fourier en la discontinuidad sera el promedio de los valores que toma f(t) en la discontinuidad.
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Matematicamente, podemos expresar que en el punto de discontinuidad tg, la serie converge al
valor dado por

1.
frourier (ta) = > LILTJ[ ft,+e)+f(t, — g)]
En la discontinuidad, la representacién en series de Fourier de la funcién, frourier(t) toma valores

que rebasan los correspondientes a la funcidn original f(t).

Conforme se incluyen mas términos en la representacidon en serie, los puntos con rebasamiento
se acercan cada vez mas a la discontinuidad, pero no desaparecen, incluso en el limite cuando se considera
la serie completa. Este comportamiento se conoce como fendmeno de Gibbs.

En las siguientes imagenes se muestra este fendmeno para el
desarrollo en serie de Fourier de la funcidon cuadrada, definida como

F, para —%<t<0

f(t) =

1ol=

-F, para 0<t<%

que evidentemente no es continua, tal como se aprecia en la gréfica.

En la esquina superior izquierda se muestra la serie de Fourier
compuesta por un término, a la derecha se muestra la serie con dos
términos, mientras que en la parte inferior la serie consta de tres términos.

/ ] -\\ N VN

N

\_/

2]~
1
1|~

N = -
1a]=

o]~

o] = f—= ——
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Uno puede aumentar la cantidad de términos en la serie, con la idea de que el desarrollo se va a
mejorar, pero esto no termina siendo cierto, al menos, no en la parte de la discontinuidad.

TP UV PV T Y i l o

1]~

5]~

En esta ultima grafica se muestra el desarrollo considerando 20 términos, asi como el
rebasamiento & que podemos advertir no desaparece, sino sélo se hace mds cercano a la discontinuidad.

En este curso no se pretende una discusion completa de este fendmeno, pero vale la pena
mencionar que el tamafio de rebasamiento 6 es proporcional a la magnitud de la discontinuidad.

g).- Expansion de Fourier de medio rango.

Hasta este punto hemos considerado funciones periddicas, por lo que aplicar la teoria de Fourier
para hacer un desarrollo en series de senos y cosenos ha sido directo.

Sin embargo, en muchas situaciones fisicas lo que se tienen son funciones no periddicas, pero esto
no debe representar mayor problema ya que (casi) siempre se pueden definir sobre un intervalo dado,
considerando que en una observacidon o medicién sobre un sistema fisica el tiempo involucrado es finito.

Algunos ejemplos de funciones no periddicas se muestran en las figuras siguientes, las cuales son
distintas de cero en un intervalo finito.

A V=2 A

o

Por lo anterior, resulta muy atil extender la funcidn no periddica en una funcién periddica antes
de calcular su representacién en serie de Fourier.

La serie de Fourier de esta funcidn periddica representaria entonces correctamente a la funcién
no periddica en el intervalo deseado.
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Por ejemplo, si consideramos una funcidn no periddica tal como la mostrada a continuacion.

0 L

Podemos extenderla, simplemente repitiendo la funcién, tal como se muestra

en cuyo caso no hay simetria respecto al eje y.

Otra opcién puede ser

gue como vemos presenta simetria impar, ya que f(-t) = -f(t).
Hay otra opcion de extensidn, mostrada a continuacidn, que presenta simetria par, ya que

(-t) = (1)

-

0 L 2L

Como pudimos ver en el ejemplo mostrado anteriormente, a menudo estamos en libertad de
ampliar la funcidn de varias maneras; sin embargo, normalmente es preferible usar alguna de las simetrias
vistas anteriormente (par o impar) para la extension periddica, en lugar de una extension periddica normal;
ya que el uso de una funcién con cierta simetria (par o impar) nos proporcionard coeficientes cero de
cualquiera de los a, o by de la expansion, lo que puede proporcionar una expansion mas sencilla de la serie
de Fourier correspondiente.
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Otro ejemplo.

La funcidn periddica mostrada a continuacion

(1)

tiene las siguientes extensiones periddicas.

e Extension periddica normal:
f(@)
f(O=y) , O0<i<l

J+D)= /(1) :\Il\i\ l\l\l\ > 1

7 =1 =31 =20 =1 o1 21 3

T

e Extension periddica par:

Jyar (D)

f(t)z{ y() , 0<t<l 1

. e iei<o WW
F+20) = £(1) =2 o 1 a3 !
T=2 T

e Extension periddica impar:

j;mpar (t)

(1)
f(t):{—i([—z) L —l<i<0 \ :\ R :\ g
J+20) = f(0) -3/ —il—/QI 121 {'

I=2] —

Como puede verse, para la misma funcion f(t), las diferentes extensiones implican modificar el
periodo, en el caso recién mostrado, un dominio inicialmente entre O y L, se mantiene sin cambios para
una extension normal, pero se duplico para las extensiones par e impar.
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Serie de Fourier de medio rango

Definicion. La serie de Fourier de una extensidn periddica par o impar de una funcidn no periddica se le
llama serie de Fourier de medio rango. Lo anterior se debe a que la funcién no periddica se considera
equivalente a la mitad de la funcidn expandida, ya sea mediante una funcién par, o una funcién impar.

xf;i”pu‘)' (t)

Y] B R TR >I)E\Q|I\/\;;[\{>!
{f}

ﬁ

S par (1)

=31 =21

Serie coseno de Fourier de medio rango
Definicidn. Si la funcion no periddica se extiende mediante una funcién par entonces los coeficientes by, se

anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funcidon se reduce a
f (t) =i+2an COS Navt
n=1

gue sélo contiene el desarrollo en términos de cosenos, por lo que se le conoce como Serie coseno de

Fourier de medio rango.
Serie seno de Fourier de medio rango

Definicién. Si la funcidn no periddica se extiende mediante una funcidn impar entonces los coeficientes an
se anulany, por lo tanto, el desarrollo de la funciéon se reduce a
0
f(t)=> b, sinnat
n=1

gue sdlo contiene el desarrollo en términos de senos, por lo que se le conoce como Serie seno de Fourier

de medio rango.

Un ejemplo.
Encuentre el desarrollo en series de Fourier para la funcién f(t) = t? para el intervalo 0 <t < 2.

Solucion. En este caso la funcidn tiene la siguiente representacidn grafica

4 T
|

3.5
|

3+
|

25
|




Lo primero que tenemos que hacer es transformarla en una funcién periddica, asi que en este caso
consideraremos una expansion par, por lo que ahora tenemos una funcién tal como la mostrada a

continuacion

35+ I
' o i N
25F | v
151

0.5

En este caso, hemos extendido el rango de interés de 0 <t<2,a-2<t<2, con lo que la funcidn extendida
satisface que
f(-t) = (1)
ademas, el periodo de la funcion extendida es T = 4, tal que
f(t + 4k) = f(t)

donde K es un entero cualquiera.
Con lo anterior, la serie de Fourier que obtengamos, debe representar a f(t) en el intervalo
-2 <t <2, pero no afuera.

Como la extensidn que realizamos es par, podemos aplicar las condiciones de simetria presentadas
anteriormente, de tal manera que los coeficientes b, seran cero y tendremos una serie coseno de Fourier

de medio rango

f(t) =%+ian COS net

n=1
asi que nuestra tarea sera calcular los coeficientes ao y a,, lo que haremos a continuacion.

De la definicidn

2 22
== | f(t)dt == | tdt
3 T! () 4j2

42, [T 20 8
~edt=|—| =2 =2
4! 3|, 3 3

Mientras que

T T
a =£j f(t)cosna)tdtzgjf(t)cos(@jdt
T+ Ty T

n

donde hemos usado la definicion de la frecuencia fundamental w.
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Asi que la integral a evaluar es

2znt nt
——J't cos| 25 |dt =2 Itzcos 7T dt
4 2
2
nt
=J't2cos(” )dt
5 2
gue podemos resolver usando integracidn por partes, para obtener sucesivamente,
2 2
2 . nt 4 . nt
a = —tzsm(ﬂ—j -— tsm(”—)dt
N 2 )], hmy 2
2 2
8 2 nt 8 nt
=——| —t*sin (” J ——Icos(”—jdt
n“z| nx 2 )|, nx 2
16

=22 cos () = =2 (~1)’

n’z? nz

Con lo que la serie coseno de Fourier para f(t) = t? en el intervalo -2 < t < 2, se escribe como
znt
2

Queda de tarea para el lector interesado, construir la serie seno de Fourier para esta funcidn,
mediante una extensién impar de f(t).

()=

A continuacion se muestran las graficas correspondientes a la serie coseno de Fourier obtenida
anteriormente, en la que se consideran series truncadas en el n-ésimo término, mostrado en cada figura.
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h).- Series de Fourier complejas.

Antes de concluir con este analisis de la teoria de Fourier para los desarrollos en series de Fourier
reales, vamos a presentar la extension a las series de Fourier complejas.

Dado que, en general, una expansion en series de Fourier contiene tanto senos como cosenos, se
puede escribir esta expansion en una forma mds compacta usando una exponencial compleja.

Esta simplificacion toma en cuenta que €™ = cos nx + i sen nx. Lo que permite escribir la expansién
en series de Fourier compleja como

f(t)= i C, exp(iz_r;—”tJ

donde los coeficientes de Fourier C, (para n # 0) estan dados por
17 2z
c,==|f(t)exp| -i—t |dt
SHIC o207
mientras que Co esta dado por

1T
coz?jf(t)dt.
0
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Esta relacidn se puede derivar de manera similar a como se hizo la derivacion de los coeficientes
reales an y bn; sélo que en este caso, se debe multiplicar el desarrollo de f(t) por

T

T T —
J'exp(—i —Zm”tjexp(izn—”tjdt ) pam=n
9 T T 0 para m=#n

Los coeficientes complejos Cn se relacionan con los coeficientes reales a, y by, mediante

c, =%(a,—ib,)
c,=%(a,+ib,)

Si f(t) es real entonces C., = ¢y", donde el asterisco (") significa complejo conjugado.

Un ejemplo.
Encuentre una serie de Fourier compleja para f(t) = t* en el intervalo -3 < t < 3.

Solucion. En este caso debemos escribir una serie de la forma
= .2n
ft)=>c, exp(l?ﬁtJ
donde los coeficientes de Fourier ¢, (para n # 0) estardn dados por
17 . 2n7
c. ==\ f()exp| —i—t |dt
S RCEE e
&)
= lJ.tSexp[—i n—ﬂtjdt
6, 3
usando integracidn por partes, encontramos que los coeficientes son

3
C, = 1J‘ts exp(—i r]—”tjdt
6, 3

162(n’z% -6
Cn :E |(—1)n ( — )
6 n°z

mientras que Co estara dado por



Por lo que la serie de Fourier compleja para f(t) = t* esta dada por
27 & (n*z*-6) ( e
f)=i— )" ———Zexp|i—t
(t) p n;( ) e Pl

cuya grafica, calculada considerando los valores de n indicados, junto con f(t) = t3, se muestra a
continuacién.
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