3.- Derivada e integral de funciones de variable compleja.

a) Derivadas, funciones analiticas e interpretacién geométrica.
b) Reglas de diferenciacion.

c) Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

d) Funciones armonicas.

e) Integracién compleja.

f) Integrales de funciones de variable compleja.

a).- Derivadas, funciones analiticas e interpretacion geométrica.

Definicion. Sea f una funcién cuyo dominio de definiciéon contenga un entorno o vecindad |Z — Zg| < £de un
punto zo. La derivada de f en zj es el limite

f1(z,) = lim 1A= (Z) (3.1)
Z1—17

717,

y se dice que f es diferenciable en zo cuando 1”(z0) existe.

Si la derivada f’(z) existe en todos los puntos Z. de una region R, se dice que f(z) es analitica en R;
como sindnimos suelen usarse también los términos regular y holomorfa.

Sea zp existe un punto P ‘en el plano z y sea Wy su imagen P’ en el plano w mediante la
transformaciéon w = f(z). Como se supone que la funcién f(z) es univoca, entonces el punto zo es mapeado
a un sélo punto Wy.

Si se incrementa.zp en'Az, se obtiene el punto Q, el cual tiene como imagen en el plano w al punto
Q’

De acuerdo con la figura que se muestra, se ve que el segmento P’Q’ representa al nimero
complejo Aw, tal que

Aw= f(z,+Az) - f(z,)
por lo que la derivada en zo para la funcién f, dada por la definicidn (3.1), si es que existe, se escribe como

f(z,+Az2)-f(z,)

f (ZO):AI!TO ~ (3.2)
)
A\
Hz)=lm—~
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En la ecuacion (3.2) es evidente que, sin pérdida de generalidad; podemos eliminar el subindice 0,
y escribir

f(z+A2)-f(2)

f (Z):ETO . (3.3)
o)
£'(2) = lim Aw _dw
Az—0 AZ dz

donde Aw denota el cambio en el valor w = f(z) correspondiente;a un cambio Az en el punto en el que se
evalua f.

Ejemplos:

1. Considere una funcién f dada por f(z) = 2z + z - i. Use la definicién para mostrar que la derivada
de la funcién f esta dadapor f *(z) = 622 + 1.

2. Paralafuncion g(z).= 32% - 2iz + 8, (a) muestre que g’(z) = 6z - 2i; y (b) calcule g’(5 - 2i).

3. Demuestre la Regla de L’Hopital, la cual establece que “si f(z) y g(z) son analiticas en zp y ademas
f(zo) = g(z0) =0, pero-.con g’(zo) # 0, se cumple que

n i@ _ £ »
=n.g(2)  9'(z)

b).- Reglas de diferenciacion.

Suponga que f(z), g(z) y h(z) son funciones analiticas de z, entonces son vdélidas las siguientes reglas
de diferenciacion.

1. —[f(Z)+9(Z)]

d
2. E[Cf (z)]:

0, - 1 ):91).

=cf '(z), donde C es una constante.

c df (2)
dz
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3, —[f(z)g(z)]— ot (Z) 9(2)+ 1 ()22 dg(z) - 1(2)9(2)+ F(2)9'()
df (2) dg(z)
4. i[ f(Z)} __dz 9(@)-1(2) _T'@9(2)~1(2)9'2) | siempre que g(z) #0.
dz| 9(2) [9@)] [a@)]

5. Siw=1f(& donde £=g(z), entonces

dw _df dé _

A% _ tia]a"
A O A LI0) L

Regla de la cadena para funciones de variable compleja

6. Siw =f(z), tiene una funcidn inversa univoca f %, tal que z = f 1(w), entonces
dw dz
f'2)=— vy | wW)|=—=
()= L) ] =5

se relacionan mediante

dw 1
=g

dz AW

7. Siz=1(t) y w=g(t), donde t es un pardmetro, entonces

w W ow
dz d/t f(t)

Las funciones elementales se derivan de manera similar a como se realizan las derivadas en el
calculo elemental (de variables reales); asi que expresiones como

L % = O , Si C es una constante
dz
n izn _nzn—l
dz
. gez o
dz
d
= —a*=a’lna
dz

d .
" _—sinz=cosz
dz

d .
= _—c0Sz=-Sinz
dz

d
" _—tanz=sec’z
dz

son validas en el calculo de variable compleja.
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Ejercicios:
1. Usando la definicidn de derivada calcule f ’(z) para
a. f(z)=2%-2z2+6iz
b. f(z) =5/2%
c. f(2)=@Bz-4i)/(z+1i).
2. Usando las reglas de diferenciaciéon enunciadas anteriormente, verifique sus resultados.
3. Encuentre la derivada f ’(2) y evallela en el punto 2, dado, considerando que
a. f(2)=z2+5iz+3-i;20=6-1i.
b. f(2)=(2%2+2iz)/(z—i);z0=4 + 2i.

c. f(2) =sen(z?+ 3iz); z0=im.

c).- Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann son dos ecuaciones que deben satisfacerse en zgpara

que la derivada de una funcion f exista en zo.

Que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se.cumplan es una condicion necesaria pero no suficiente

para la existencia de f ’(2).

Partiendo de que la funcidn f (z). se puede separar en sus componentes real e imaginaria, tal que

f(2) =1(xy) = u(xy) +iv(xy)
y considerando que
Zo=Xo+iYyo con AZ=AX+iAy
podemos escribir
Aw = f(zo + AZ) —f(20)

es decir

AW = [u(Xo + AX , Yo + Ay) - U(Xo, Yo)] + i [V(Xo + AX, Yo + AY) - V(Xo, Yo)].

Por otro lado, la derivada f *(zo)

, . Aw
F(z)=lim-—

se puede escribir como

f'z)= lim Re(M)H lim Im[AWj

(A%,Ay)—>(0,0) Az (A%,Ay)—(0,0) Az
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El limite Az = (Ax , Ay) — (0,0) en la expresion anterior debe poder evaluarse en cualquier forma
de aproximacién a (0,0); en lo que sigue consideraremos dos formas de hacerlo: (i) horizontalmente; v (ii)
verticalmente.

Cuando Az — (0,0) en direccién horizontal, consideraremos que Ay = 0; mientras que en la
direccién vertical tomaremos AX = 0, tal como se muestra a continuacion.

(0, Ay)¢

0,0) (A:x, 0) Ax

En el recorrido horizontal (Ay = 0), usando la expresidn (3.5), el cociente AW/Az resulta

Aw_Aw_ [U06+A% o) —u (X, Yo ) [+ [ VO + A% Yo) <V(%, o) ]

Az AX AX
asi que
i e(Mj:"m[[u(xO+Ax,yo) —u(xo,yO)JJ
(Ax,Ay)—(0,0) Az Ax—0 AX
es decir
. Aw) ou
lim Re| — = —(%, ¥o) =Uc (% 3.7
(4%,49)>(0,0) (Azj aX(XO ¥o) =y (%: Yo) (3.7)
y
lim |m(A_W): |im[[V(Xo +AX, Y,) —V(xo,yo)lJ
(Ax,Ay)—(0,0) AZ AX—0 AX
es‘decir
. AW ov
(Ax,AIyI)rE(o,O) Im(Ej - &(XO’ Yo) = Vx (%1 Yo ) (3.8)

Usando las expresiones (3.7) y (3.8) la expresidn para la derivada f ’(zg), dada por (3.6), se puede
escribir como

F(20) = U, (%5 ¥Yo) +1, (%, Yo) (3.9)
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Si ahora consideramos la trayectoria vertical (Ax = 0) tenemos que el cociente AW/AzZ es

M=M= |:U(X01 yo+AY) _U(XO’ yo):|+i[V(X01yo+Ay) _V(Xovyo)]

Az IAy |Ay
o}
Aw _[V0% Yo+ AY) =V (X Yo) [=1[U(xo, Yo +AY) —U(%5.Ys) ]
Az Ay
con lo que
lim Re(M): lim [[V(X"’ Yo +AY) ‘V(Xo'yo)]J
(Ax,Ay)—(0,0) AZ Ay—0 Ay
es decir
. AW ) ov
(AX,AIyI)rD(O,O) Re(Ej - 5()(0’ yO) =Yy (XO’ yO) (3.10)
y
— A A
lim |m[A_Wj: Iim[ [U(XoaY(ﬁ‘ y) U(XO’YO)JJ
(Ax,Ay)—(0,0) AZ Ay—0 Ay
es decir
. Aw ou
(AX,AIyI)rE(O,O) Im (Ej - _E(XO’ yO) - _uy (XO’ yo) (3.11)

Usando las expresiones (3.10).y (3.11), ahora la expresion para la derivada dada por (3.6), se
escribe como

f'(z9) =V, (X5s ¥o) =1, (X5, Vo) (3.12)

Las expresiones (3.9) y(3.12) no sdlo nos proporcionan una forma de escribir la derivada de f en
Zo en términos de las derivadas parciales de las funciones componentes U y Vv, sino que también nos dan
dos condiciones necesarias'para la existencia de f (o).

lgualando las ecuaciones (3.9) y (3.12) tenemos que
f(z5) = U, (X0, o) +1V, (%o, Yo) =V, (X, ¥o) — iUy (X5, ¥o)
lo que lleva (igualando partes real e imaginaria de ambos lados) a las dos ecuaciones siguientes.
u, (X, Yo) :vy(xo, Yo) (3.13)

Vx(Xo'yo):_uy(meo) (3.14)

Este par de ecuaciones (3.13) y (3.14) son las Ecuaciones de Cauchy-Riemann, llamadas asi en honor del
francés Augustin Louis Cauchy y del aleman Georg Friederich Bernhard Riemann.
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El resultado anterior se puede resumir en el siguiente teorema.
Teorema. Suponga que la funcién f(z) se puede escribir como
f(z)=f(xy)=u(xy)+iv(xy) (3.4)

y que f ’(z) existe en un punto zo = Xo + i Yo. Entonces las derivadas parciales de primer orden de uy v
deben existir en (Xo, Yo) y ademas satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

UX(XO, yo) :Vy(xoa yo) (3.13)
v, (Xg: ¥o) ==, (X5 Yo) (3.14)

ademas f ’(2o) se puede escribir como
F'(z9) = U, (%5, Yo) +1V, (X, ¥o) - (3.9)

Como se ha mencionado anteriormente, el que se cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann no
garantiza la existencia de f ’(zo), para lograrlo se requiere extender estos resultados para incluir ciertos
requisitos de continuidad.

Lo anterior se resume en el siguiente teorema.
Teorema. Sea la funcidn f(z), dada por
f(2)=f(xy)=u(xy)+iv(x,y) (3.4)

definida en algin entorno o vecindad € de un punto Zo = Xo +:i. Yo: Supongamos que las derivadas parciales
de primer orden de las funciones Uy V con respecto.a X e Y existen en todos los puntos de esa vecindad ¢
y ademads son continuas en (Xo,Yo), entonces si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

ux(XO’yo):Vy(Xo:yo) (3.13)
Ve(Xo1¥o) = —Uy(XO, Yo) (3.14)

la derivada f ’(zo) existe; y'se puede escribir como
F(z9) = U, (%, Yo) +iV, (X, Yo) - (3.9)

Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden reescribir en coordenadas polares de la siguiente
manera. Partiendo de que un nimero complejo Z se puede representar como

Z=X+iy 6 7= z]e" con |z| #0,
tenemos que
X =|z| cos &=rcos 6
y=|z|sen &=rsen &

lo que permite separar a la funcién w = f(z) en sus componentes real U e imaginaria v para escribir f(z)
como

f(z) =f(r,0) = u(r,0) +iv(r,6).
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Si suponemos que las derivadas parciales de primer orden de Uy de V con respecto a X e y existen
en una vecindad no nula de zp y que son continuas en dicho punto, entonces las derivadas parciales con
respecto a r y @tienes esas propiedades; asi que

W oo wy | _udx dudy
or oxor oyor 00 oxo6 oy ol

es decir

u, =u,cosé+u,sing (3.15)

u, =r(-u, sin@+u, cos @) (3.16)
Similarmente, para la componente imaginaria v, se tiene

V, =V, cosd+v, sing (3.17)

V,=r (—vX sin@+v, cosH) (3.18)

Si a continuacion retomamos las ecuaciones (3.13) y (3.14)

u =V, (3.13)
v, =-U, (3.14)
podemos escribir a (3.17) y (3.18) como
V, =-Uu, cosd+u,sing (3.19)
y
v, =r(u, sin@+u, cos ) (3.20)

Usando las ecuaciones (3.19) y (3.15) en las ecuaciones (3.16) y (3.20), tenemos

Uy =—r(-u, cos@+u,sind)=-r(v,) (3.16)

v, =r(u,sin@+u, cosd)=r(u,) (3.20)

Con lo anterior, las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.13) y (3.14) en coordenadas polares se
reescriben como

Vr(r0190):_rlu9(ro"90) (3.21)

0

ur(ro,eo)zrivg(ro,eo) (3.22)

0
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Resumiendo lo anterior, podemos enunciar el siguiente teorema.
Teorema. Sea la funcidn f(z), dada por
f(z)=1f(r,0)=u(r,0)+iv(r,0)
definida en algun entorno o vecindad ¢ (alrededor) de un punto no nulo z, = I’oei'9O . Supongamos que las

primeras derivadas parciales de las funciones Uy v con respecto a r y dexisten en todos los puntos de ese
entorno £ y ademas son continuas en (ro, &), entonces si esas derivadas parciales satisfacen la forma polar
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (ro, &) dadas por

vr(ro,eo):—rlug(ro,eo) (3.21)

0

ur(ro,ao):rivg(ro,eo) (3.22)

0

la derivada f *(zo) existe.

Ejemplos.

1. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, pruebe que la derivada f ’(z) no existe en ningtin punto
del plano-z para f(z) = z - z*.

2. Verifique que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen para la funcién f(z) definida por
a. f(2) =exp(z®)
b. f(z) = cos(2z)
c. f@)=22+5iz+3-i
d. f(z) =zexp(-z)

3. Muestre que la funcién g(x,y) = x? + iy® es no analitica en cualquier punto.

d).- Funciones armadnicas.

Definicion. Una funcidn real H de dos variables X e y se dice armdnica en un dominio dado del plano Xy si
sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo orden que satisfacen la
ecuacion

Ho (% y)+H,, (X,y)=0 (3.23)

conocida como Ecuacion de Laplace.

Para el calculo de variable compleja podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema. Si una funcion f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(X,y) es analitica en un dominio D, sus funciones
componentes Uy V son armdnicas en D.

Demostracion. Supuesta f(z) analitica en D, se deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann

u, (X, y) =v, (X, y) (3.13)
Y
u, (X, y) =V (X, y) (3.14)
Derivando las ecuaciones anteriores respecto a X, tenemos
Uy (X, ) =Vy, (X, Y) (3.24)
y
uyx(x, y)=-v,(X,y) (3.25)

Similarmente, si derivamos respecto a y tendremos

Uy, (X, Y) =Vi(X, Y) (3.26)
Y
Uy, (X, ¥) ==V, (X, Y) (3.27)
Ahora, usando las ecuaciones (3.24) y (3.27), se ve que podemos escribir
Uy (X, y) +u, (X, y)=0 (3.28)

y usando (3.25) y (3.26) vemos que también podemaos escribir
Vi (X, Y) +V, (X, y) =0 (3.29)

Con estos resultados [ecuaciones (3.28) y (3.29)] vemos que U y V son arménicas en D, con lo que
se demuestra el teorema.

Definicidn. Si dos funciones dadas Uy v son armdnicas en un dominio Dy sus derivadas parciales de primer
orden satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el dominio D se dice que V es armdnica conjugada
de u.

Ejemplos.
1. Pruebe que la funcién u(x,y) dada, es arménica.

2. Encuentre una funcion v(x,y) tal que f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) sea analitica, es decir, encuentre la
funcién arménica conjugada de u(x,y).

3. Exprese f en términos de z, es decir, f(2).
En los tres casos, considere que

a) u(xy)=2x(1-y)

b) u(xy) =x*—y?—2xy — 2x + 3y
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e).- Integracion compleja.

Antes de introducir las integrales de una funcidn compleja de variable compleja f(2),
consideraremos primero derivadas e integrales de funciones complejas w(t) de una variable real, es decir

w(t) = u(t) + iv(t) (3.30)
donde las funciones U y vV son funciones reales de t.

Con lo anterior, la derivada

wip - AW
dt
de la funcién w(t) en un punto t satisface que
w't) =u't) +iv'(t) (3.31)

suponiendo que U’(t) y v’(t) existen.

Es evidente que muchas de las reglas aprendidas en el calculo de variable real aplican para la
funcion w(t), toda vez que u(t) y v(t) son funciones reales, lo.que las hace verificables al aplicar las
correspondientes reglas para las funciones reales.

Sin embargo, hay que hacer notar que no toda regla de derivacién del calculo es véalida para
funciones del tipo de w(t).

En particular, el teorema del valor medio para la derivada ya no es aplicable, es decir, no es
necesariamente cierto que exista un numero.c en el intervalo a <t < b tal que

w’(c)(b - a) = w(b) — w(a) (3.32)

Por ejemplo, w(t) = exp(it) en el'intervalo 0 <t <2z no cumple (3.32) ya que
w’(t) =iexp(it)=-sent+icost

nunca es cero, mientras que
w2z =1 y w(0) =1

por lo que no se cumple la relacién (3.32) ya que

w(27) - w(0) = 0.

Definicion. Con lo anterior en mente, podemos definir |a integral definida de w(t) en el intervaloa<t<hb
como

jb w(t)dt = j:u(t)dt i j:v(t)dt (3.33)

cuando las integrales de u(t) y v(t) existan.
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De igual manera, podemos establecer que
b c b
j w(t)dt = j w(t)dt + j w(t)dt (3.34)
a a C

con lo que podemos integrar una funcidon w(t) continua a trozos o por segmentos, sin importar que sea
discontinua en ¢, ya que sélo necesitamos que posea limites laterales que garanticen la existencia de las
integrales por separado.

Definicion. Si u(t) y/o v(t) son continuas a trozos en un intervalo [a,b], entonces diremos que w(t) es
continua a trozos en dicho intervalo.

El teorema fundamental del cdlculo sobre primitivas puede extenderse a las integrales del tipo
(3.33), para lo cual supongamos que las funciones

w(t) = u(t) +iv(t)

W(t) = U(t) +i V(1)
son continuas en el intervaloa<t<bh.

Si W’(t) = w(t), paraa<t<b, entonces

U’ (t)= u(t)
y
V(1) = v(t).
Por lo tanto
Ib w(t)dt =U (®), +iV @),
Ib w(t)dt=[U (b) +iV (b)]-[U(a) +iV ()]
es decir

I: w(t)dt =W (t)], =W (b) -W (a) (3.35)

Finalmente estableceremos una propiedad basica de los valores absolutos de las integrales; para
ello, tomemosa < by supondremos que el valor de la integral definida en la ecuacién (3.33) es un nimero
complejo no nulo zo.

Si ro es el médulo y & es un argumento de zo, tenemos que
b .
I w(t)dt =z, =r,e" (3.36)
a
de donde

n=[ e wdt (3.37)
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Como g es un numero real, la integral (3.37) debe ser real, es decir
b b
r = j e %w(t)dt = Re j e %w(t)dt
a a
con lo que la expresidn para ro [ecuacidn (3.37)] toma la forma

r= Jj Re[ e w(t) ]dt (3.38)

Por otro lado,

Re[e‘"’0 W(t):l < ‘e“% W(t)‘

Re[e’ig0 W(t)] < ‘e’ig" w(t)|
es decir
Re[ e w(t) | <|w(t)| (3.39)
Usando las ecuaciones (3.38) y (3.39) es posible escribir
b
r, < L |w(t)|dt (3.40)

pero como
| = [ e Bw(t)dt
=l =|[Ce et
finalmente podemos escribir la siguiente relacidn

b b
‘ [l w(t)dt‘ < [ w e (3.41)

Ejemplos. Calcule las siguientes integrales:

a) H%H)Zdt
7
b) je”’tdt

0

c) Te‘“dt
0
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f).- Integrales de funciones de variable compleja.

La integracion de una funcidon compleja de variable compleja se define sobre curvas en el plano
complejo en vez de sobre intervalos de la recta real, como vimos en las secciones previas. Estas curvas se
conocen como contornos, asi que a continuaciéon veremos con un poco mas de detalle estas trayectorias.
Para entender, y estar en condiciones de aplicar, estas clases de curvas (adecuadas para el estudio de las
integrales de una funciéon de variable compleja) se hace necesario que veamos algunas definiciones.

Curva. Una curva C es un conjunto de puntos z = X + iy en el plano complejo tales que
x =x(t), y=y(t), ast<b

donde X(t) e y(t) son funciones continuas en el intervalo [a, b]. Los puntos de C se/pueden describir
mediante la ecuacidn

z(t) = x(t)+iy(t) a<t<b

y se dice que z(t) es continua, ya que X(t) y y(t) son continuas.

Curva suave. Una curva C se llama curva suave, si 2’(t) = X’(t) +.iy’(t) existe y es continua en el
intervalo a < t <by siz’(t) nunca se hace cero en el intervalo.

Contorno. Un contorno o curva suaveatramos, es una curva gue consta de un niimero finito de
curvas suaves unidas por sus extremos.

Contorno cerrado simple. Sea C un contorno. Se dice que C es un contorno cerrado simple si
solamente los valores inicial y final.de z(t) son iguales, es decir, z(b) = z(a).

Integrales de linea.
Sea f(2) una funcién de variable compleja. Sea C un contorno representado por la ecuacién
z(t) = x(t)+iy(t) a<t<b
que se extiende del punto a = z(a) al punto = z(b).

Supongamos que f(z) = u(x, y) + iv(X, y) es continua a trozos en C, es decir, las partes real e
imaginaria,

u(x@®.y®) v v yw)
de f(z(t)) son funciones de t continuas por tramos.

Bajo estas condiciones, se define la integral de linea de f a lo largo de C como:

j f(2)dz =} f(z(t))z'(t)dt (3.42)

C a

donde Z’(t) = x’(t) + iy’(1).
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Asociado al contorno C de la ecuacion (3.42), estd el contorno —C, el cual se describe por la
ecuacion z = z(—t) donde —b <t < —a. Por tanto,

.b

j f(z)dz:j f (z(-t))z'(-t)dt

-C -a

donde z’(—t) denota la derivada de z(t) con respecto a t evaluada en —t.

La integral de linea definida en la ecuacidn (3.42) tiene algunas propiedades que nos seran utiles
al calcular integrales de funciones de variable compleja.

Sean f(z) y g(z) funciones de variable compleja continuas a trozos sobre un contorno C descrito
por la ecuacion z = z(t) (a < t < b). A partir de la ecuacién (3.42) se deducen facilmente las siguientes
propiedades de las integrales de linea.

i. Iaf (z)dz = aj f (z)dz, para toda constante compleja a.
C C

i.  [[f(2)+9(@)]dz=]f(2)dz+g(2)dz.

iii.  Si C consta de una curva C; desde o hastaB: y de'la curva C, desde o, hasta 3,, donde B1 = a,,
se cumple que

[ f@0dz = f@)dz~+ [ f(2)dz

C S,

O

b

sﬂf (z(0)) 2 '(t)|olt

a

'E.

j f(z)dz

Ejemplo.

1
Calcular J‘|z|—1zdz donde |z| = L es la circunferencia centrada en el origen y de radio 1, recorrida en sentido

positivo.

Teorema de Cauchy-Goursat
El siguiente resultado se conoce como Teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema de Cauchy-Goursat. Sea C un contorno cerrado simple. Sea f una funcién analitica sobre
y en el interior de C. Entonces

j f(2)dz=0 (3.43)
C

El Teorema de Cauchy-Goursat es uno de los mas importantes en la teoria de variable compleja.
Una de las razones es que puede ahorrarnos una gran cantidad de trabajo al realizar cierto tipo de
integraciones.
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Por ejemplo, integrales como

Lsin zdz , Iccosh zdz y Icezdz

deben anularse si C es un contorno cerrado simple cualquiera. En todos estos casos, el integrando es una
funcidn entera.

Obsérvese que la direccion de integracion en la ecuacién (3.43) no afecta el resultado pues

jﬁc f(2)dz = —jc f (2)dz .-

Ejemplo.
Verifique que

L z2"dz=0

donde n es un entero positivo y C es la circunferencia || =1, conr > 0,

Dominio simplemente conexo. Un dominio D se dice simplemente conexo si todo contorno
cerrado simple C dentro del mismo encierra sdélo puntos de D.

A

Y
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Dominio multiplemente conexo. Un dominio D se dice multiplemente conexo si no es
simplemente conexo.

El Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios simplemente conexos.

Si una funcién f es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces para todo contorno
cerrado simple C, dentro de D, se cumple

L f(2)dz=0

Incluso si C es un contorno simple cerrado que intersecta consigo mismo un numero finito de veces, de
tal forma que consiste de un numero finito de contornos simples cerrados Cy, el teorema de Cauchy-
Goursat sigue siendo valido.

Por ejemplo, para el contorno:mostrado en la figura se tiene
que

L f(2)dz = i L f(2)dz =0

0

De igual forma, el Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios multiplemente
conexos.

Se denota a C como un contorno cerrado simpley a
Ci(j=1,2,...,n) como un nimero finito de contornos
cerrados simples interiores a C tales que los conjuntos

interiores a cada Cj no tienen puntos en comun, tal como se @ @

muestra en la figura.

0 X
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R es la regién cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre C excepto los puntos
interiores a cada Cj (R es un dominio multiplemente conexo).

Se denota por B la frontera completa orientada de R que consta de C y todos los C;, descrita en
una direccion tal que los puntos de R se encuentran a la izquierda de B. En este caso, si una funcién f es
analitica en R, entonces

jB f(z)dz=0

Ejemplo. Demostrar que

dz

=0

donde B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccidén positiva, y.de las circunferencias
|z+1]=1/2, |z =1/2 y |z — 1| = 1/2, descritas en la direccion negativa.

Integral indefinida

El Teorema de Cauchy-Goursat es una herramienta valiosa cuando se trata de integrar una funcién
analitica alrededor de un contorno cerrado. En caso.de que el contorno no sea cerrado, existen métodos
gue se pueden deducir a partir de dicho teorema y que facilitan el calculo de la integral considerada.

El siguiente teorema-se conoce como principio de independencia de la trayectoria.

Principio de independencia de la trayectoria. Sea f(z) una funcion analitica en todo punto de un
dominio simplemente conexo Dy seanz; y Z, dos puntos de D. Entonces, si usamos contornos contenidos
en D, el valor de

j f(2)dz

no dependera del contorno utilizado para ir de z; a z,.

Demostracion: Sea D un dominio simplemente conexo y Ci y C, dos contornos en D sin
interseccién que van de z; a Z,. Se tiene que los contornos Ci1 y —C, forman un contorno cerrado simple,
gue denominaremos C. Luego, por el Teorema de Cauchy-Goursat si

jcf(z)dzzo
pero
jc f(z)dz = jc f (2)dz + j_c f (2)dz
jc f(z)dz = jcl f(2)dz - L f (2)dz
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Por lo tanto,
jcl f(z)dz = Lz f(z)dz

lo cual indica que la integral desde z; hasta z, es asi independiente del contorno seguido, en tanto ese
contorno se encuentre dentro de D.

Del principio de la independencia de la trayectoria podemos definir la primitiva de una funcion de
variable compleja.

Definicion. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea zgun punto de D. La
funcién F(z) definida en D por

F(z) = j f(s)ds+c (3.44)

donde C es una constante compleja, se denomina integral indefinida o primitiva de f.

En realidad f(z) posee un nimero infinito de primitivas. Dichas primitivas difieren en valores
constantes y son analiticas en D, y satisfacen

F’(z) =1(2).

Usamos la integral indefinida I f (z)dz/para.indicar todas las posibles primitivas de f(z). El valor de

Z
la constante correspondiente a una primitiva especifica .[ f (s)ds queda determinado por el limite de
Zy

integracién inferior como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

z -
Encuentre las primitivas de f(z) = z sen(z) y emplee el resultado obtenido para calcular J. ssinsds .

Segun la definicidn (3.44), una integral definida se puede evaluar como el cambio en el valor de la
integral indefinida, tal como se hace en el calculo elemental, es decir

o

[ t@uz=Fp)-F@=FQ@)

Ejemplo.

Calcular la integral definida

1
j zsin zdz
T
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A continuacién veremos que si una funcidn es analitica en un punto, sus derivadas de todos los
drdenes existen en ese punto y son también analiticas ahi.

Previo a este resultado veremos un resultado interesante que se obtiene a través del Teorema de
Cauchy-Goursat. Este resultado se conoce como formula integral de Cauchy.

Si consideramos una funcién analitica sobre y en el interior de un contorno cerrado simple, basta
con conocer los valores que ella toma sobre ese contorno, para determinar los valores que toma en el
interior del mismo.

Férmula integral de Cauchy.

Definicion. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea C un contorno cerrado
simple perteneciente a D. Sea zp un punto interior de C. Entonces

_ 1 1@
fz)= 271 ¢ (2-12,)

dz

La expresidn anterior se denomina formula integral de Cauchy.
El siguiente ejemplo aclara el uso de esta férmula en la evaluacién de integrales.

dz

, donde Ces la circunferencia |z — i| = 2.
C(z2 +4)

Ejemplo. Hallar el valor de la integral

Solucion. Para resolver esta integral veamos si podemos aplicar alguno de los teoremas vistos
anteriormente, para ello analicemos |la posible analiticidad del integrando en el contorno C.

El integrando presenta dos puntos en los que se indefine (z = £2i), uno de los cuales (z = 2i) se
ubica dentro del contorno C, por lo-que no es posible aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat; para
investigar la factibilidad de aplicar la formula integral de Cauchy, procedemos de la siguiente forma.

Factorizando el denominador, podemos escribir

1 1
J- dz _.[ dz _J- (z-2i) _,[ (z+2i)
C(zz+4) c(z+2i)(z-2i) ‘¢ (z+2i) c (z-2i)
En la primera posibilidad, la funcién f(z) =ﬁ presenta la singularidad (z = 2i) que cae dentro del
Z—Zl
1
contorno C, por lo que no permite aplicar la férmula integral de Cauchy; por otro lado, f(z) = W
+

no presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C, por lo que es factible aplicar la formula, asi que
tomamos
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1

.[c( & ZL(Z—'_Zi)

2° +4) (z-2i)

dz

de donde identificamos que zp = 2i, por lo que

jc %dz = 27if (z,) = 27if (2i)

27l

Por lo que

Veamos que si una funcidn es analitica en un punto, sus derivadas de todos los érdenes existen en
ese punto y son también analiticas.

Extension de la féormula integral de Cauchy. Sea f(z) una funcién analitica en un dominio
simplemente conexo D. Sea C un contorno cerrado simple perteneciente a D. Sea zo un punto interior de
C. Entonces f es infinitamente diferenciable en cada punto de D y la derivada n-ésima de f en zp es:

mn. Mo f@ 3.45
(0= - fc(z_zo)"“dz (3.45)

Ademas, f )(z) es analitica.en D para cada n.

El siguiente ejemplo aclara el uso de la ecuacidn (3.45) en la evaluacion de integrales.

Ejemplo. Hallar el valor de la integral dz y donde C es la circunferencia |z — i| = 2.
“(2° +4)

Solucion. Para resolver esta integral, al igual que en el ejemplo anterior, veamos si podemos aplicar alguno
de los teoremas vistos anteriormente, para ello analicemos la posible analiticidad del integrando en el
contorno C.

El integrando presenta singularidades en los puntos z = +2i, en particular, Zz = 2i se ubica dentro
del contorno C, por lo que no es posible aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat; para investigar la
factibilidad de aplicar la extension de la férmula integral de Cauchy, procedemos de la siguiente forma.
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Factorizando el denominador, podemos escribir
1
dz dz ¢ (z+2i )2

j .f ( _Ic

“(Zea) C(zva)(z-2) * (2-2)

En este caso advertimos que f(z) =

dz

>~ No presenta singularidad dentro (ni sobre) el contorno C,

(z+2i)

por lo que es factible aplicar la extension de la férmula integral de Cauchy con zo=2iyn =1, por lo que

J- y f(2) dz — 2rif (zo) 27if '(2i)

7— z) n! 1!
=27i _2. 3|~ —47“ 3
(z,+2i) ) (2i+2i)
Por lo que
J' dz =£
(2+4) 16

Ejercicios sugeridos.

Repaso:

1.- Muestre que

a) e(2+3TL'l) _ 2
2+m
\[(1 +1i)
C) e(z+m) e

2.- Muestre que |ezz| <elel”,
3.- Encuentre todos'los valores de z tales que
a) e?=-2
b) e?=1+iV3
) e®zD =1
RESPUESTA.a)z=1In2+ (2n+ Dmi;b)z=1In2 + (Zn + %) wi;c)z = %+ nmi.

4.- (a) Muestre que si eZ es real, entonces Im z = nmw (conn = 0,+1,+2, ... ). (b) Si % es un imaginario
puro, ¢qué restriccion se requiere para z?
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Secciones 3ay 3b:
. ,od _ .
5.- Derive la expresion Ezn = nz""1, cuando n es un entero positivo, usando
a) induccidon matematica y la expresion para la derivada del producto de dos funciones; y

b) la definicidn de derivada y la férmula binomial.

6.- Usando diferentes trayectorias para evaluar el limite cuando Az — (0,0), muestre que f'(z) no existe
en ningun punto z cuando

a) fla)=2

b) f(z) =Rez

c) f(z)=Imz
Seccién 3c:

7.- Use el teorema de Cauchy-Riemann para mostrar que f'(z) no existe en ningin punto si
a) fla)=12
b) f(2) =f(x,y) = 2x +ixy?
o f(2)=f(xy)=e e

8.- Usando el Teorema de Cauchy-Riemann extendido, determine donde existe f’'(z) y encuentre su valor
cuando

1

a) f(2)=

b) f(2)=f(xy)=x>+iy?
c) f(z)=zImz

RESPUESTA. a) f'(2) = A \3 paraz # 0; b) f'(x + iy) = 2x; ¢) f'(0) = 0.

z2!
9.- Use las ecuaciones de Cauchy-Riemann para mostrar que las siguientes funciones son diferenciables en
el dominio (de definicion) indicado, y también encuentre f'(2):

a) f(z2) = Z%, para z # 0.

b) f(2) = f(r,0) = Vre'?/?, parar > 0,0 < 6 < a + 2.

1
2f(2)

RESPUESTA. b) f'(2) =

Seccion 3d:

10.- Muestre que u(x, y) es una funcién armonica en algin dominio y encuentre una armonica conjugada
v(x,y) cuando

a) ulx,y)=2x(1-y)
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b) u(x,y) =2x —x3 + 3xy?
c) u(x,y)=sinhxsiny

d uxy) =——

x%+y?
RESPUESTA. a) v(x,y) = x%2 — y% + 2y; b) v(x,y) = 2y — 3x%y + y3; ¢) v(x,y) = — coshx cos y;
X
d) v(x, y) = m
11.- Considere la funcidén f(z) = u(r, 8) + iv(r, €) analitica en un dominio D que excluye al origen. Use
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares y asumiendo la continuidad de las
derivadas parciales, muestre que la funcién u(r, 8) satisface la ecuacién diferencial parcial

72Uy (1,0) + 17U, (1,0) + uge(r,0) = 0

Que corresponde a la forma polar de la Ecuacion de Laplace. Muestre que esto también es valido para
la funcién v(r, 9).

12.- Determine cudles de las siguientes funciones u son arménicas. Para cada funcidn armodnica, encuentre
la funcidon arménica conjugada v y exprese u + iv como.una.funcién analitica de z.

a) u(x,y) =3x%y +2x?% —y3 — 2y?
b) u(x,y) = 2xy + 3xy? — 2y3

c) u(x,y)=xe*cosy—ye*siny
d) u(x,y) = e ?¥sin(x? — y?)

RESPUESTA. a) v(x,y) = 4xy — x3 + 3xy% + C, f(2) = 2z? — iz3 + iC; b) En este caso, u(x,y) no
es arménica; c¢) v(x,y) =ye*cosy +xe*siny+C, f(z)=ze*+iC; d) v(xy) =
—e2% cos(x2 — y2) + €, f(2)'= —ie™” +iC.

Seccion 3e:

13.- Evalue las siguientes integrales:
241 \?
a) [f(=i)at
b) /et

c) fooo e ?tdt, conRez > 0.
RESPUESTA. a) —* — iln4; b) 2 + L o)L
2 4 47
14.- Muestre que si m y n son enteros, entonces

27
im6 -—in6 4 _ (0 cuandom #n

e e dg =
0 2 cuandom=n
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Seccion 3f:

Para las funciones f y los contornos C dados, en los siguientes ejercicios use la representacion
paramétrica de C para evaluar la integral

fc f(z)dz

15.-f(z) =(z+2)/zyCes
a) el semicirculo z = 2e?, con 0 < 6 < m;
b) el semicirculo z = 2e%?, conm < 0 < 2m;
c¢) elcirculoz = 2e', con0 < 6 < 2.
RESPUESTA. a) —4 + 2mi; b) 4 + 2mi; c) 4mi.
16.- f(z) =z — 1y C esel contorno quevade z = 0 a z = 2 formado por
a) elsemicirculoz =1+ e conm <6 < 2m;
b) el segmento 0 < x < 2 del eje real.

RESPUESTA. a) 0; b) 0.
17.- Evalte [, (2% + 3z)dzalo largo de
a) elarco|z| = 2 que vade (2,0) a (0,2);
b) lalinea recta que va de (2,0) a (0,2);
c) laslineas rectas que van de (2,0) a (2,2) y luego de (2,2) a (0,2).
RESPUESTA. — 43—4 — gi, en todos los casos.

18.- Con la ayuda del resultado obtenido en el ejercicio 14, evalte la integral

f zMz*dz
c

donde m'y n son enteros y C es el circulo unitario |z| = 1, recorrida en sentido contrarreloj.

19:= Sea C el circulo |Z — zy| = R recorrido en sentido contrarreloj. Use la representacién paramétrica
para.C dada porz = z; + Re', (con —m < 0 < ) para derivar las siguientes férmulas de integracion

dz .
a) fc e 21i;

b) fc (z—2zy)"tdz=0,conn=0,41,+2,....

20.- Encuentre la antiderivada para evaluar cada una de las siguientes integrales, donde la trayectoria es
cualquier contorno entre los limites de integracién indicados:

a) fii/z e™dz

b) f0n+2i cos (g) dz
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c) ff(z —2)3dz.
RESPUESTA. a)ﬂ b)e+— c) 0.

21.- Sea C la frontera orientada positivamente del cuadrado cuyos lados coinciden con las lineas x = +2

y y = 2. Evalte cada una de las siguientes integrales:
e %dz
a) fC z—(mi/2)’

Cosz

b) fC z(z2+8) Z;

zdz
<) fC 2z+1’
coshz
d) fc —~ dz;

tan(z/2)
d [ oxoy? 4% CON =2 <X < 2.

ch) ELy T R 2 (%o
RESPUESTA. a) 2m; b) y c) x d) 0; e) imr sec (2 )
22.- Sea C el circulo |z]| = 3, descrito en sentido positivo, Muestre que si
W) j 222 —z=2 ,
w)= |[———dz
9 Z=—Ww
c

con |w| # 3, entonces g(2) = 8mi. éCuél es elvalorde g(w) cuando |[w| > 3?
23.-Sea C un contorno simpre cerrado cualquiera, descrito en sentido positivo en el plano z. Considerando

que

7342z

gw) = (Z W)3d

muestre que g(w) = 6miw cuando w esta dentro de C y que g(w) = 0 cuando w esta fuera de C.

24.- Muestre quessi f es analitica dentro y sobre un contorno cerrado C, y z, no esta dentro de C, entonces

@ , f f(2)
(

Z—ZO Z—ZO)2

. 2q
25.- Evaltde zimgs j % donde C es el cuadrado con vértices en +2, +2 + 4i recorrido en direccion

contrarreloj.

RESPUESTA. i
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