2.- Funciones de variable compleja.

a) Introduccidn. Definicion de funcidn de variable compleja.
b) Mapeos o transformaciones.

c) Limitesy continuidad de una funcion.

d) Limitesy punto al infinito. La esfera de Riemann.

a).- Introduccidn. Definicion de funcién de variable compleja.

En el estudio de niumeros reales, una funcion f asigna a un elemento de su dominio un elemento
de su rango acorde a una expresiéon de la forma

X —y=1(x)
Por ejemplo, la funcién y = f(x) = 2x + 3 realiza las siguientes asociaciones X —V:
0—3
2—>7
-1—-1

mientras que su inversa X = f 1(y) = (y - 3)/2 realiza las asociaciones y — X.

Para el caso de los nimeros complejos, podemos construir una herramienta similar de asociacién
entre dos numeros complejos z y W.

Definicién. Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una funcidn f de variable compleja definida en S es
una regla que asigna a cada nimero complejo z = X + iy de S, algin nimero complejow = u + iv.

El nimero complejo w se llama valor de f en z y se denota por f(2), es decir
w = 1(2), (2.1)

y el conjunto S donde esta definida la funcion f(z) se llama dominio de f.
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Imz Imw
N A

Para representar — f T
graficamente esta / T,
asignacién o mapeo, se - w, = fz))
requieren 2 planos = /
complejos: el plano z y el ! \
plano w, tal como se )
muestra en la figura anexa.

y
v

Rez Rew

Dado que z y W son nimeros complejos, relacionados por la funcién f, es posible escribir
w =1(2)
u+iv="~fx+1iy)
donde hemos considerado que

wW=u+iv

Z=X+1iy.
Lo anterior permite expresar a la funcién de variable compleja f(z) como la suma
f(2) = f(x, y) = u(x, y) +iv(x, y) (2.2)

cuando usamos la representacion rectangular; mientras que en la representacion exponencial podemos
escribir

f2) =f(r, = u(r, &) +iv(r, 6) (2.3)
donde se ha considerado que

z=re’.

Ejemplo. Encuentre las partes real e imaginaria de la funcidn f(z) = 2z2 - 8z y expréselas en forma
rectangular [u(X, ¥) y V(X, y)] y forma exponencial [u(r, 6) y v(r, 8)].

Ejercicios. Encuentre las partes real e imaginaria de las funciones indicadas y expréselas en representacion
rectangular (u(x, y) y V(X, ¥)) y representacion exponencial (u(r, 8) y v(r, 6)).

1. f(z) = 3z°-5iz

2. f=1/z

3. f@)=(2z2-8)/I(z+ 1)

Si al realizar esta separacidn, en cualquiera de sus representaciones, resulta que la funcién v es
siempre cero, entonces decimos que la funcion f(z) es una funcidon real de variable compleja. Un ejemplo
de tales funciones es la funcién f(z) = zz*.
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b).- Mapeos o transformaciones.

Como vimos anteriormente, una funcidén compleja de variable compleja f(z) asigna a cada punto
Z=(X,¥) un puntow = (U, v); este tipo de asignacion univoca recibe el nombre de mapeo o transformacion.

En lo que sigue veremos algunos casos particulares de mapeos que, al aplicarse sobre un conjunto
de puntos z en el plano complejo (ya sean lineas o areas), nos permite hablar de traslacién, rotacion,
inversidn y reflexidn.

Traslacion
La funcidn
w="f(z)=z2+2 (2.4)

corresponde a una transformacién o mapeo que representa una traslacién pura del eje de coordenadas,
es decir, que traslada al conjunto de puntos Zz como si el origen se ubicase en zp, tal como se muestra en la
figura.

('T]_? yl)

Por ejemplo, f(z) = z + 3 +2i traslada al segmento de recta que une los puntos z1 =1 — iy
Z> = 4 + 2i tal como se muestra.

Imz Imw
A N

0 / }{c z 0 R’L w
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Mientras que g(z) = z + 2 -2i traslada al segmento de recta que une los puntos z; = -1 +4iy z, = 4 + 2i tal

como se muestra.

Imz Imw
M N

T

<
v
(3]
=)

Rotacion

Para analizar la rotacidn es conveniente retomar la
representacién exponencial del nUmero complejo z, a saber

z=re"
Tal como se puede inferir de la figura, rotar al nimero z un
angulo & es equivalente a sumar & al argumento de z.

Con lo anterior, podemos afirmar que la funcién

w =f(z) = ze'® (2.5)

Imz 4

corresponde a una transformacién o mapeo que representa una
rotacion pura del eje de coordenadas, es decir, que rota los ejes
real e imaginario un angulo 6.

Si a continuacidn consideramos el producto
W =22
podemos usar la siguiente representacion polar de dichos nimeros
W= pe' z=re%y 70 = ree'®
para tener
peit = (re)(roe'®)
de donde vemos que

p=1TIro

=0+ 6

v

Agui vemos que han ocurrido dos cosas: por una parte, el médulo de z se ha modificado por un factor ry;

y por otra parte, el dngulo se ha incrementado una constante &, tal como se muestra en la figura.
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pP=rry
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o /
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v (1,0 0Ly 040,
Con lo anterior, podemos afirmar que la funcién
w =1(2) = zz0 (2.6)

corresponde a una transformacién o mapeo que representa, al mismo tiempo, una rotacién por un angulo
& y una modificacion del mdédulo por un factor ro; en este caso, la transformacién dada por la ecuacion
(2.5) es un caso particular en el que ro = 1.

Por ejemplo, f(z) = iz = €%z rota 72 al segmento de recta que une los puntos z3 = 2 - iy
Z> =3 +1i, tal como se muestra.

Imz Imw
A N

-
A
Vs . .
0 J Re - 0 Re w

Otro caso interesante es f(z) = -z = (-1)z = €'z. En este caso, se tiene una rotacién de zalrededor
del origen, tal como se muestra para el segmentoquevadez;=2az=I.

Imz Imw
A N

<
v
(3]
=)
=
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Reflexion

Un caso particular de mapeo corresponde a la reflexién del nimero complejo z, con respecto al
eje real, el cual estd dado por la funcién

f(z) =z* (2.7)

es decir, la funcién que asigna a un numero z su complejo
conjugado representa una reflexion en el eje real; mientras
que la funcidn

f@) = -z* (2.8) ZF= (X)) 3 z=(x, 1)

>

Imz

la cual asigna a un numero z el inverso aditivo de su RN )
complejo conjugado, representa una reflexion en el eje "'*\- e
imaginario. : : .

Lo mencionado anteriormente puede visualizarse S
en la figura adjunta. 72

z¥=(x, -y)

Ejercicio. Represente el mapeo correspondiente a la funcidn f(z) = z* + 4i para el segmento que va del
origen al punto z = 3 - 5i.

Inversion
Antes de concluir con esta parte del curso, vamos a considerar la funcion f(z) dada por
w=f(z)=1/z (2.9)
De nueva cuenta, retomamos la representacion polar de los nimeros complejos Wy z
w=pe'yz=re?

para escribir la expresién (2.9) como

pe? = % ==e"
re
de donde vemos que
p=1r
Y
p=-0

La primera de las dos ultimas expresiones muestra claramente la inversién, el interior de un circulo
se mapea en el exterior y el exterior en el interior; mientras que la segunda de ellas muestra que el angulo
se invierte, tal como ocurre con el complejo conjugado.
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Graficamente podemos considerar un semicirculo unitario para mostrar las propiedades de este
mapeo, tal como se presenta en la figura.

o, 1 © 15

Ejemplo. Encuentre la imagen o mapeo del segmento de recta que une los puntos z; = 1 + 2i y 2, = 3, bajo
la transformacion

(a) f(@)=3z+2;y
(b) f(2)=2%

Solucion.
Una posible parametrizacion del segmento considerado es
Z()=(t+1)+i(2-t),con0<t<2
asi que procedemos a evaluar, para cada inciso, la correspondiente funcién f(z).

(@) flz)] =3[(t+ 1) +i(2-1)]+2=(3t+5)+i(6-3t)
(b) flz®O]=[(t+1)+i(2-1)]>=(6t-3) +i(4+2t-2t%

En la figura siguiente se muestran, en un mismo Diagrama de Argand, las graficas correspondientes
al segmento de recta en el plano z y su mapeo en el plano w, para la funcion f(z) = 3z + 2

7 T T T T T T

! t+1, 2t ——

: 1,2
6 ; 3*t+5,6-3% 7

: 6 O
5| i
4 | 4
3 - -
2 - =
1 - -
ol i

] 2 4 6 8 10 12
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Mientras que en la figura siguiente se muestran las gréficas correspondientes al segmento de recta

en el plano z y su mapeo en el plano w, para la funcién f(z) = z2

5] T T T T T T
: t+1, 2-t —

: 1,2

5 : 6%1-3,4+2%-2%t%*2 E
: -34 O

Ejercicios.

1.

Para el segmento de recta que va del punto z1 = X; + iy1 al punto z2 = Xz + iy,, encuentre el mapeo de
dicho segmento bajo las siguientes transformaciones:

a) f(9)=e5y

b) f@)=1/(z+1).

2. Usando los resultados del problema anterior, bosqueje la regién del plano w en la que se mapea el
rectangulo con vértices en (0,0), (2,0), (2,1) y (0,1) del plano z.
Solucion.
1. Paraeste problema, la expresion que parametriza al segmento de recta es
z(t) = (X2 — X))t + x1) +i((y2—y)t +y1), con0<t<1
por lo que las expresiones para el mapeo en el plano W son
w= f(z) =e" (cos[y(®)]+isin[y(t)])
y
x(t)+1 . t
w=t@)=| 2O Y
(x(®)+1)" +(y()) (x(t)+1)" +(y())
2. En este caso, lo segmentos son

0,0) a (2,0): x(t) = 2t, y(t) = 0.
2,0)a(2,1):x(t)=2,y(t) =t.
2,1) a(0,1): x(t) =2 - 2t, y(t) = 1.
0,1)a(0,0): x(t) =0, y(t) =1 - t.
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Los cuales se muestran a continuacion.

2 T T T T T T T
N Z*ti D [
2t
: 2-2*t1 ——
1.5 | : 0,1t —— 7
1 — -
05 B
ok i
-0.5 f .
1 1 i 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Asi que para f(z) = €°, estos segmentos nos llevan al mapeo
w =e?[cos 0 + i sen 0] = (€%, 0)
w=¢e’[cost+isent] =(e?cost, e?sent)

w =e??[cos 1 +isen 1] =(e**cos 1, e**senl)
w = e°[cos(1-t) + i sen(1-t)] = (cos(1-t), sen(1-t))

El mapeo anterior se muestra en la figura siguiente.

8 T T T T T T T T
: exp(2¥t), 0 ——
exp(2)*cos(t),exp(2)*sin(t)
: exp(2-2*t)*cos(1),exp(2-2*t)*sin(1) ——
ir : cos(1-t),sin(1-t) — 7




Mientras que para f(z) =1/ (z + 1), los segmentos considerados previamente, nos llevan a

® w= ! ,0]

(2t+1)

[ )
=
I

~~
+ |w
(o]
A —
—_
—
Sl
+ [
(o]
N—
N

° 3-2t -1

W= 2 2
(3—2t) +1 (3—2t) +1

°* 1 2, t-1 :

1+(1-t) 1+(1-t)

Este mapeo se muestra en la figura siguiente.

0.1 T T T T
Y(2*t+1), 0 ——
3/(t**249),-t/(t**2+9)
(3-2%)/((3-2%t)**2+1),-1/((3-2%t)**2+1) ——
o L(l‘ \**’14.1\ |‘+ 1]}.‘{{1 t]**2+1}
|
0.1 .
-0.2 .
0.3 .
/’f
0.4 [ Ve =
05 F — -
0.6 | 1 1 |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

c).- Limite y continuidad de una funcioén.

Para introducir los conceptos de limite y continuidad de una funcién vamos a considerar que la
funcion f(z) esta definida en un dominio D y que zo es un punto de D.

A continuacidn, vamos a ver que el limite y la continuidad de la funcion f(z) se definen de la misma
manera que en el caso de variable real.
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Definicion. Sea f(z) una funcidn definida en todos los puntos de cierta vecindad de zo, excepto,

posiblemente en el mismo zo. Se dice que Wy es el limite de w = f(z), si para cualquier niUmero positivo &,
existe un numero positivo o tal que

| f (Z)—W0| <&, siempre que |Z - Zo| <0.
Se denota el limite de f(z) con la expresion

lim f(z) =w, (2.10)

77

cuando Wy corresponde al limite de la funcién f(z) cuando z se aproxima a Zo; y significa que la regién

alrededor de Wo puede hacerse arbitrariamente pequefia conforme z se aproxima a zo sin importar la forma
en que lo hace.

La definicién anterior puede visualizarse en el siguiente esquema.

Im:z Imw
N N

v

E{e z Re w

Ejemplo. Demuestre que si f(z) = z / z*, entonces lim f (z) no existe.
-0

Solucion. En este caso, basta mostrar que lim f (z) =1 cuando nos acercamos al origen recorriendo el eje
z—0

real, mientras que lim f(z) = —1 cuando lo hacemos recorriendo el eje imaginario.
-0

Lo anterior muestra que hay dos valores para el limite, pero debido a que el limite debe ser Unico
podemos concluir con la aseveracidn de que el limite planteado NO existe.
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A continuacién se enuncian una serie de teoremas sobre limites que pueden ser facilmente
demostrado (quedando esto para los estudiantes interesados en tales demostraciones).

Separabilidad de las partes real e imaginaria

Suponga que f(z) = u(z) +iv(z) y que z=Xx + iy, entonces

ZII_TO f(z)=w,
si
lim u(z2)=u
(6Y)>0%.¥0) (2) =,
y
lim v(z)=v,
(6¥)>%.%) (2) =Yy
con lo que
W, = U, +1V,
Teoremas Uutiles sobre limites
Supongamos que
limf(z)=A y limg(z)=B
-7, =%
entonces
i lim[f(2)+g9(z)]=A%B (Suma de limites)
-7,
i.  lim[f(2)g(z)]=AB (Producto de limites)
-7,

iii. lim [E} = é, siempre que B=0 (Cociente de limites)
-7, g(z) B

Continuidad de una funcion

La condicién de continuidad para una funcién de variable compleja w = f(z), en analogia con el
caso de funciones reales, se enuncia de la siguiente manera.

Definicion. La funcion f(2) es continua en el punto zo si se cumple que

lim f(2)= (2,)

lo que implica que lim f (Z) existe, y que f(zo) también existe.
-7,

30



Funcidn polinomial P,(2)

Las ideas anteriormente desarrolladas nos permiten concluir que una funcién polinomial Pn(z) es
continua para todo z, donde Py(2) esta definido como

Pn(z) = anz" + anaz"t + an2z™2 +.. + a1z + o

donde n es un entero positivo.

Para justificar lo anterior notemos que

i.  Paratoda funciéon constante f(z) = C, el mapeo que se tiene es el siguiente

Imz
A

Imw
N

De aqui vemos que es evidente que

lim f (z) = limC =C

77, 77,

ii.  Paralafuncion identidad f(z) =z, el mapeo que se tiene es el siguiente

Im:z
¥

Imw
F.

Rew

En este caso, la definicion de limite se cumple cuando &= &, con lo que

limf(z)=limz=z,

77, 717,
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iii. Para los términos z" con n > 1, basta aplicar los dos resultados anteriores, junto con el limite de un
producto, de manera recursiva, para mostrar que los términos anz" son continuos.

Con todo esto, podemos escribir que
limP,(z) =P, (z,)
-7

Limite absoluto
Otro resultado de aplicar la definicion de limite establece que si
lim f(z)=w,
-7,

entonces

tim| 1 (2) =
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d).- Limites y el punto al infinito.

Plano complejo extendido

Hasta el momento el plano complejo, como lo hemos visto, no tiene claramente definido el
infinito.

Sin embargo, en muchas situaciones es necesario considerar un punto al infinito; cuando esto
ocurre, y el plano complejo incluye al infinito, hablamos del plano complejo extendido.

En el caso de variables reales, el infinito consta de dos puntos ubicados en los extremos negativo
y positivo del eje real, en ambos casos el valor absoluto es el mismo: infinito. Para el caso de los nimeros
complejos, si queremos extender la idea nos encontramos con un problema, ya que existe un niumero
infinito de numeros complejos z tales que su mddulo (el analogo al valor absoluto) es infinito, para evitar
esta situacidn trataremos con el llamado punto al infinito.

Para visualizar este punto al infinito se utiliza la siguiente idea.

Consideremos que el plano
complejo pasa por el ecuador de una
esfera unitaria centrada en el origen
0, tal como se muestra.

A cada punto z del plano le
corresponde un punto P en la
superficie de la esfera.

-i

El punto P se determina por
la interseccion de la recta que va del
polo norte N al punto z sobre el
plano.

Re z

Para puntos z tales que |z| > 1 el punto P se ubica sobre el hemisferio Norte, para puntos tales que
|z = 1, el punto P esta sobre el ecuador, mientras que para puntos z tales que |z| < 1 el punto P esta sobre
el hemisferio Sur; tal como se muestra en la siguiente figura.
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-i

Al punto P ubicado en el polo Norte le corresponde el punto al infinito representado por oe.

A la esfera unitaria utilizada para desarrollar la idea del punto al infinito se le conoce como esfera
de Riemann y a la correspondencia entre puntos P de la esfera y puntos z del plano se le Ilama proyeccion
estereografica.

Con lo anterior, todos los puntos P de la esfera corresponden con puntos z en el plano complejo
extendido, es importante notar que esta correspondencia entre puntos es uno a uno.

Limites y punto al infinito

Con el esquema anterior, podemos ver que conforme aumenta [z, el punto P sobre la esfera se
acerca a N, lo que nos permite decir que para ¢ positivo y pequefio, los puntos en el plano complejo
exteriores al circulo |z| = 1/¢ corresponden a puntos sobre la esfera préximos al punto N, con lo que
podemos afirmar que el conjunto |z| > 1/¢es un entorno de infinito (o).

Usando la idea anterior, podemos interpretar la expresion

lim f (2) =00

127
En este caso, se tiene que para cada nimero positivo g existe un numero positivo o tal que
[f(2)| > le
siempre que
0<|z-20< 6,

es decir, si Z estd en el entorno de 2o, entonces f(z) estd en el entorno [z| > 1/¢ para infinito.

34



Finalmente, con las ideas desarrolladas anteriormente, resulta valido establecer que si Zo y Wo son

puntos en los planos complejos z y W, respectivamente, entonces

1

i. limf(z2)=owo, siy solo si lim——=0
71, -7 f(Z)
. . 1

i.  limf(z)=w,, siy solo si limf| = =w,
70 z—>0 Z

Z—>0

iii. lim f(Z):OO' siy sélo si IZETJT]-)_

Ejercicios sugeridos.

Seccién 2a:
1.- Escribe la funcién f(z) = z3 + z+ 1 enlaforma f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x, y).

RESPUESTA: f(x,y) = (x3 —3xy2 +x + 1) +i(3x%y —y3 + y).

2.- Suponga que f(z) = f(x,y) = x> —y% — 2y + i(2x — 2xy), donde z = x + iy. Use las expresiones

X = z+z* _z=z
T2 Y Y=

para escribir f(z) en términos de z, y simplifique el resultado.
RESPUESTA. f(2) = z** + 2iz.

3.- Escriba la funcién f(z) = z + i con(z # 0)enlaforma f(z) = f(r,0) = u(r,0) + iv(r, 9).

RESPUESTA. f(z) = f(r,0) = (r + %) cosf +i (r — %) sin 8.

4.- Separe cada una de las siguientes funciones f(z) en sus componentes real e imaginaria, es decir,

encuentre u(x,y) yv(x,y) tales que f(z) = u + iv.
(@) f(2) = 2z% —3iz;
(b) f(2)=z+1/z

1-z

(€ f(2) =1

1+72’
(d) f(2) =z
(e) f(z) =z+ z% +5i.
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Seccion 2b:

5.- Bosqueje la region en la que se mapea el sectorr < 1,0 < 8 < /4 considerando las transformaciones
(@Q)w = z?%; (b)w = z3; (c) w = z%.

6.- Muestre que las lineas ay = x con a # 0 se mapea en las espirales p = exp a¢ bajo la transformacién
f(z) = expz, donde w = p exp ig.

7.- Encuentre la imagen de la tira semiinfinita x = 0, 0 < y < m bajo la transformacién w = exp z, e
identifique los segmentos correspondientes de las fronteras.

8.- La transformacion f(z) = ~» Mapea el interior del circulo unitario |z| = 1 en su exterior, y viceversa.

Bajo esta transformacidn, ¢en qué se mapea la linea arg z = constante?

Seccidn 2c:
9.- Considerando que a, b y ¢ denotan constantes complejas, use la definicion de limite para mostrar que
(@) lim (az + b) = az, + b;
Z—2Zg
(b) lim (2% + ¢) = z& +c;
Z—2Zg

10.- Considerando que n es un entero positivo, y P(z) y Q(z) son polinomios tales que Q(zy) # 0. Use los
teoremas sobre limites que apliquen, haciendo mencién explicita de ellos, para encontrar

L1
(@) lim =, conz, # 0;
z—2zy Z

iz3-1

(b) lim

zi z+i '

(c) lim 2&

z-2, Q(2)

RESPUESTA. (a) = ; (b) 0 ; (c) ZZO;
0 0

11.- Evalue los siguientes limites usando los teoremas que apliquen. En cada caso, enuncie precisamente
que teorema(s) uso.

(a) lim (iz* 4+ 322 —10i)
z-2i

72

(b)

lim = ——
Zz—eTi/4Z*+Z+1

(C) lim (2z-3)(4z+1)

z—-ij2  (iz—-1)?

. Z%+1
(d) IZILI}ZG+1

SN2
. z—1-1

(e) lim (2—)
z—1+i \z2—22+2

2 ,

. z°—z+1-1 1.

12.- Demuestre que lim ————=1—-1.
zo1+i 22-22+2 2
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Seccion 2d:

13.- Use los teoremas sobre limites al infinito para mostrar que

(a) lim == =4;
. 1
O e =
2
(c) lim 24— .
z—oo Z—1

14.- Con la ayuda de los teoremas sobre limites al infinito, muestre que cuando

con ad — bc # 0, se cumple que

(@) im T(z) = oo,sic =0;

Z—> 0

(b) im T(2) = 2y lim T(z) = oo,sic # 0.
Z—00 ¢ z-—-d/c

3
. z3-3z+2
15.- Demuestre que lim ———— =
700 z¥+22-37z+5
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