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l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

JPor qué las bisagras y la manija
estan en lados opuestos de una
puerta?

Imaginese tratando de girar una
puerta mediante la aplicacién de una
fuerza de magnitud F perpendicular a
la superficie de la puerta, pero
alejado de las bisagras. Va a lograr un
mayor efecto de rotacidén de la puerta
mediante la aplicacién de la fuerza
cerca de la manija de la puerta que si

. ' lo hace cerca de las bisagras.




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

Si no puede aflojar un tornillo con
una llave creciente, ;qué haria usted
en un esfuerzo por aflojar el tornillo?

Seguramente buscaria usar, de
manera Iintuitiva, una llave con un
mango mas largo o quizas usaria un
tubo para alargar el mango de la llave
disponible.

Esta situacidn es similar a la apertura de la puerta,
mencionada anteriormente:

es mejor aplicar la fuerza lo mas alejado del eje de
rotacion.



. _Ahorizontal. ,

l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

Cuando se aplica una fuerza a un cuerpo rigido
pivotado alrededor de un eje, el objeto tiende a rotar
alrededor de dicho eje. La tendencia de una fuerza a rotar
un cuerpo alrededor de un eje se mide por una cantidad
vectorial llamada torca (7).

Considere la herramienta Fsin ¢
mostrada en la figura y pivotada I

alrededor del eje que pasa por
O.

. 0 “‘ g I"'{;::.‘;-;I'J
La fuerza aplicada F actua oo /

N Line of
, I
formado un angulo ¢ con la

action



l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

Con lo anterior, definimos la torca t asociada a la
fuerza F como un vector cuya magnitud esta dada por

r=rFsing=Fd

donde r es la magnitud del radio vector r que
corresponde a la posiciéon del Fsing
punto de aplicacidén de la fuerza

de magnitud F, mientras que d
es la distancia perpendicular .
del pivote a la linea de accién © < 7 g7 feosd

~ o /7 Line of
de la fuerza. d ™~ ff action




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

En la figura, la iinica componente de F que tiende a
generar una rotacidbn es F sen ¢, la componente
perpendicular al radio vector r del punto de aplicacién.

Por otro lado, la componente horizontal F cos ¢ no
presenta una tendencia para producir una rotacidn
debido a que su linea de accion
pasa por el eje de rotacidén, o
pivote O.

Fsin ¢

g T T4

-
['cos @

De la definicion de torca, vemos o Yy
que la tendencia rotacional de N ,/_ Line of
una fuerza se incrementa, e aeton
conforme Fy d lo hacen /




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

S1 dos o mas fuerzas actiuan sobre un cuerpo rigido,
como se muestra en la figura, cada una tiende a producir
una rotacién alrededor del eje en O.

En este caso, la fuerza F,
tiende a rotar el objeto en
direcciobn contraria a las
manecillas del reloj, mientras
que la fuerza F, tiende rotarlo
en direccién de las manecillas
del relo;j.




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

Para tomar en cuenta estas dos posibilidades,
usaremos la sigulente convencion de signos para la torca
ejercida por una fuerza:

= La torca sera positiva si esta
tiende a rotar el objeto en
direccién contraria a las
manecillas del relo;j.

= La torca serd negativa si esta
tiende rotarlo en direccidon
de las manecillas del reloj.




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

En el caso mostrado en la figura, como ambas fuerzas
ejercen su respectiva torca, podemos considerar que
ambas torcas dan lugar a una torca resultante.

La torca resultante de F, es
positiva y estd dada por d,F,,
mientras que la torca resultante
de F, es negativa y estd dada
por d,F,; por lo que la torca
neta sera

Treta = ZT =7,+7, = (d1F1)+(—d2F2)

T = R — 0, F,




l- La Gorca y el equilibrio rotacional.

Como se ha mencionado
anteriormente, la torca es una
cantidad que puede expresarse
como un producto vectorial;
para visualizar lo anterior
podemos considerar el
esquema adjunto.

La fuerza F aplicada en el
punto P tiende a hacer girar la
rueda en direccion contrarreloj,
ejerciendo una torca 1T que
podemos escribir, usando la
definicidon, como

F=FxF




- la Gorca y el equilibrio robacional.
€jemplos

1.- La cafla de pescar de la figura forma un angulo de 20.0° con la
horizontal. ;Qué torca ejerce el pez alrededor de un eje
perpendicular a la figura y que pasa por la mano del pescador?




- la Gorca y el equilibrio robacional.
€jemplos

2. Una barra uniforme de masa m, y longitud | soporta dos bloques
de masas m; y m, tal como se muestra. La barra permanece en
reposo sobre dos soportes puntiagudos. ;Para qué valores de X
la barra permanecera balanceada sobre P, tal que la fuerza
normal en O sea cero?

{
’173—1- id le—
B
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{ >




- la Gorca y el equilibrio robacional.
€jemplos

3. Una lampara de un parque, con una
masa de 20.0kg, es sostenida al final
de una barra horizontal de masa
despreciable como se muestra en la
figura. Para soportar el peso de la
lampara se utiliza un cable que forma
un angulo de 30.0° con la barra.
Encuentre (a) la tensién en el cable;
y (b) las fuerzas horizontal y vertical
ejercidas por la barra sobre el poste.




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion.

Cuando estudiamos el movimiento lineal de wuna
particula aprendimos que una fuerza neta sobre un
objeto le causa una aceleracién que es proporcional a
dicha fuerza neta (Segunda ley de Newton).

En esta parte demostramos el analogo rotacional de la
Segunda ley de Newton: “la aceleracién angular de un
cuerpo rigido que rota sobre un eje fijo es proporcional a
la torca neta que actua sobre ese eje”.




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion.

Para 1iniciar, consideremos €l F,
movimiento circular no uniforme de
una particula de masa m, en este caso
tenemos la existencia de dos fuerzas:

F.y F.

Aplicando la Segunda Ley \

encontramos que
F =ma, =m(ro)

F =ma, = m(w’r)

Por otro lado, si calculamos la torca neta sobre la particula
alrededor del centro de giro, tenemos que

> r=FrSend0" = m(ra)|r




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion.

La expresidn anterior puede ser F,
reescrita en términos del momento de
inercia, es decir

i

F,
\

Demostrando con ello el anadlogo rotacional de la
Segunda ley de Newton: “la aceleracion angular de un
cuerpo rigido que rota sobre un eje fijo es proporcional a

' n la torca neta que actua sobre ese eje”.




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la

(4
( OCOCIOQ.
Y aF, '* El resultado anterior puede ser
e generalizado para el caso de un
“\ dm cuerpo rigido de la siguiente
forma:
r ; Consideremos al cuerpo rigido

. —x como formado por un numero
infinito de particulas de masa dm,
de tamano infinitesimal.

Colocando un sistemas de coordenadas cartesiano en el
cuerpo, es facil visualizar que cada elemento del cuerpo
se mueve describiendo un movimiento circular bajo la
A accidén de una fuerza dF..




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la

(4
( OUOCIOQ.
Y aF, Para cualquier elemento, la
- Segunda Ley de Newton nos
"\ dm permite escribir

dF, =dma, =dm(ra)

0 Con lo que la torca alrededor del
centro de giro es

dz =rdF, =radm=radm

Aunque cada elemento dm tiene diferente aceleracién
»,. tangencial a, todos ellos tienen la MISMA aceleracién
. A angular a.




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la

(4
( OCOCIOQ.
1 aF, Con esto en mente, podemos
. integrar la expresidén anterior para
\dm encontrar la torca total alrededor
del pivote O,

0

Tromal = jdf :Irzadm

Que al considerar que o es una constante, puede ser
sacada de la integral, resultando

. 2




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion.

Asi pues, vemos otra vez que la torca neta sobre un
cuerpo alrededor del eje de rotacidn es proporcional a la
aceleracion angular experimentada por el objeto, siendo
el momento de 1inercia | el factor de dicha
proporcionalidad, y el cual depende del eje de rotacidén y
del tamaifio y forma del objeto.

Segunda Ley de
Newton para la
rotacion



2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion.

Es importante mencionar que la expresion anterior
también se aplica cuando las fuerzas que actuan sobre los
elementos de masa tienen componentes tanto radiales
como tangenciales.

Esto es porque la linea de la accién de todos los
componentes radiales debe pasar por el eje de rotacidn,
y por lo tanto, todos los componentes radiales producen
una torca igual a cero sobre ese eje.

Segunda Ley de
Newton para la
rotacion



2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion. €jemplos.

4.- Dos bloques de masas m; y m, se conectan mediante una cuerda
sin masa, que pasa a través de una polea en forma de un disco
sbélido que tiene radio R y masa M, tal como se muestra. El
coeficiente de friccidn cinética es 1 para ambos bloques.

a) Dibuje los diagramas de
cuerpo libre de ambos

bloques y de la polea.
» M, R b) Determine la aceleracién de
: ( los dos bloques vy las

tensiones en la cuerda a
ambos lados de la polea.

m, sin @ — u(m, + m, cos 9)
. m; +my + M
O( 1, = my(a+ pg)
T, = m,[g(sinf — ucos@) — a]




2- la J eeuqdo ley de MNewbton para la
rotacion. €jemplos.

5.- La polea mostrada en la figura estd formada por dos discos
sélidos, soldados al mismo eje, y de radios a y b, respectivamente.
Tomando a = 8.00cm, b = 20.0cm, M, = 2.00kg y M, = 5.00kg, ¢cual es
la velocidad que tendra el sistema de poleas en t = 1.50s, si
consideramos que parte del reposo en t;=0s?

10.0 N

v 9.00 N




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Hasta ahora, la discusion de 1la dinamica del
movimiento rotacional se ha enfocado en el analisis de
las fuerzas, lo que ha llevado al empleo de la torca sobre
un cuerpo rigido, y su relacidén con la aceleracion angular
y el momento de inercia.

Sin embargo, en muchas ocasiones es mas facil
estudiar la dinamica del cuerpo rigido empleando un
enfoque energético, 1o que nos lleva a revisar conceptos
como trabajo, potencia y energia mecanica, aplicados a
la rotacién de un cuerpo rigido.




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

S1 a continuacion consideremos el cuerpo rigido
mostrado en la figura, el cual puede rotar alrededor del
pivote O. F

El trabajo dW realizado por la
fuerza F aplicada en el punto P, al

girar al cuerpo un angulo df esta /'_/S )O/’
dado por ;V I
dW =F -ds =(FSeng)rdo o

donde FSeng es la componente tangencial de la fuerza F
v (es decir, en la direccidén del desplazamiento dS).




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Observando la expresion anterior, podemos advertir
que los primeros 3 factores corresponden a la magnitud
de la torca alrededor de O, con lo
que el trabajo dW resulta ser

dW =zdé@

De nuevo, hay una analogia en
forma con la expresiéon obtenida
para el trabajo en la dinamica
traslacional.




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Para calcular el trabajo total es necesario realizar la
integracién sobre la trayectoria, en este caso, angular;
con ello, el trabajo realizado F
sobre el cuerpo rigido es

0 ¢
W, g = ITdH " asNe
// P
On /W
i

Resulta importante notar que la
torca 7 puede ser una funcion del
.. angulo 6, por lo que la integral
|\ puede resultar no trivial.




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Una vez que hemos encontrado la expresidén para el
trabajo en el movimiento rotacional, podemos escribir la
forma que toma la potencia.

Recordando que la potencia es
la rapidez con que la fuerza F
realiza trabajo sobre el cuerpo, es
decir

p_dW _zd¢
dt dt

encontramos que

P < Potencia instantanea en el
— Z'C() movimiento rotacional




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Al estudiar el movimiento lineal, encontramos que el
enfoque energético es extremadamente 1util al describir
el movimiento de un sistema.

De lo aprendido sobre el movimiento lineal, es
razonable suponer que podamos encontrar que “cuando
un objeto simétrico rota sobre un eje fijo, el trabajo
hecho por las torcas (producidas por fuerzas) externas es
igual al cambio en la energia cinética rotacional”, es
decir la existencia de un teorema de trabajo - energia
cinética (rotacional, en este caso).




3.. Trabajo, potencia y eqerglo para las
rotaciones.

Sl partimos de la expresion de la segunda ley de
Newton para rotaciones

z-Total — ZTi = |0[
i

podemos aplicar la regla de la cadena para escribir

dw da) do dw
TTotal =l—= =l—ow
dt dH dt dé

lo que permite escribir

Troyd0 = l0d @




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

Esta expresion, al ser integrada en ambos lados, nos
lleva a que el trabajo total hecho por la fuerza externa
resultante satisface que

cuando la rapidez angular cambia de w a . Esta
expresion corresponde al teorema del trabajo - energia
cinética para el movimiento rotacional que establece que
“el trabajo neto realizado por las torcas externas al hacer
_girar un cuerpo rigido simetrico alrededor de un eje fijo
' ) es igual al cambio en la energia rotacional del objeto”.




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones.

En general, combinando este resultado con la forma
traslacional del teorema del trabajo — energia cinética,
podemos establecer que el trabajo neto hecho por las
fuerzas externas sobre un objeto es igual al cambio en su
energia cinética total, que es la suma de las energias
cinéticas de traslacion y de rotacion.

Por ejemplo, cuando un pitcher lanza una pelota, el
trabajo hecho por las manos del pitcher aparece como
energia cinética asociada al desplazamiento de la bola a
través del espacio asi como energia cinética rotacional

| i asocilada al giro de la bola.




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones. Un ejemplo.

6.- El trompo mostrado en la figura A
P10.62 tiene un momento de inercia
de 4.00x10“kg.m? y esta inicial-
mente en reposo. Es libre de rotar
alrededor del eje estacionario A4’ F
Una cuerda, enrollada en la parte
superior del mismo, es jalada de tal
forma que ejerce una tension
constante de 5.57N. Si la cuerda no
se resbala en lo que se desenrolla,
icual es la rapidez angular del
trompo después de que se han
desenrollado 80.0cm de la cuerda?

Figure P10.62




3.. Trabajo, potencia y eqergio para las
rotaciones. Un ejemplo.

Con la informacién dada, podemos
calcular el trabajo externo realizado
sobre el trompo, a saber

W, = FdCos6 = (5.57N)(0.80m) =4.456]  <—s

este trabajo debe ser igual al cambio
de energia cinética, por lo que

W, :Ela)f—lla)f:lla)f
2 2 2

Figure P10.62

de donde W, 2(4.456J)
a) = =
f | 4.00x10*kg.m?

es decir

o; =149.2649 130,/




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

En general, el movimiento combinado de un cuerpo
rigido es complejo. S1 consideramos el movimiento de
una cilindro que rueda, encontramos que un punto en la
periferia describe una cicloide, mientras que el centro
de masa una trayectoria rectilinea.

B X

v Ol uno considera un movimiento de rodamiento puro (que
el objeto ruede sin resbalar) la descripcidn se simplifica.




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

Con la i1dea anterior, consideremos un cilindro de
radio R que rueda sin resbalar sobre una superficie.

Cuando el cilindro rota un
angulo 6, el centro de
% \ masa se desplaza una
F . distancia s = R#, de tal
| | ' forma que la velocidad
del centro de masas, Vq,
S / es

o
“74 You :d_::RE




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

La expresidon anterior nos conduce a la llamada
condicion de rodamiento puro

Vo = Ro

Ty T T donde @ es la rapidez

7\ . angular del cilindro
(aplicable también para
una esfera).

R A / Con lo anterior, la
-7 aceleracidon del centro de

masa es
‘ s= RO aCM = Ra




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

En un instante dado, el punto que esta en contacto con
el piso esta, momentaneamente, en reposo, asi que
podemos considerarlo como un pivote alrededor del
cual, el cuerpo esta rotando.

P | Con lo anterior, podemos
—" EV(:[\H .

establecer que cualquier punto

del objeto tiene una velocidad

<N vom | perpendicular a un eje que pasa
N CM m— | . .

LN por dicho punto y por el pivote,

X 6\ \x tal como se muestra en el

NP esquema anexo.




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

P’
-.——h- UeM
| W
-
Q.
c
O
©
()]
©
T em— UM
P
P’
Sy = RO
| W
-
Q.
c
O CM e v=0
O
O
]
@)
(a4

T O ———
j’,)

P’
= .—" Uv=vUepM T R = 21‘!CM

Movimiento
combinado

CM o= | v=1(y
L
B T,: 0
!)

El movimiento de rodamiento
puro se puede modelar como
una superposicion de una
traslacién pura mas una rotacién
pura.



Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

Sl regresamos al esquema 1nicial, en el que hemos
supuesto el punto de contacto con la superficie
instantaneamente fijo, podemos calcular la energia
cinética como

I
K==l,0

I)
T '__"" 2Vem 2

y aplicando el teorema de ejes
paralelos, podemos escribir

K =%(|CM +MR?) &’




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

La expresion anterior puede ser reescrita, usando la
condicién de rodamiento puro, como

K:%ICMa)ZJr%MvéM

La energia cinética total de un
cuerpo en rodamiento puro es la
suma de la energia cinética
rotacional alrededor de su
centro de masa mas la energia
cinética traslacional de su centro
de masa.




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinados. Rodamiento.

P’
_— -.——h- UM
ot
>
(el
c
U ._.
K
n
o
T em— UCM
1]’,)
P’
o Sy = R
ot
>
o
c
O CM e v=0
S
©
)
@)
a4

D= R() Gy
I:I

P’
— .— U=vey T Rw = 21’!(:1,*_1

Movimiento
combinado

C]h{ G .I U= Ir(M
IJ

De nueva cuenta, el movimiento de
rodamiento puro se puede modelar
como la superposicién de una
traslacion pura mas una rotacion pura.

K =K

Traslacional + KRotacional Rodamiento




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

1.- Una pelota de tenis es una esfera hueca con una pared delgada.
Se pone a rodar sin deslizar a 4.03m/s sobre la seccidén
horizontal de una pista, como se muestra en la Figura P10.56.
Rueda por la parte interior de un trazo circular vertical de
90.0cm de didmetro y finalmente abandona la pista en un punto
20.0cm por debajo de la seccidén horizontal.

(a) Encuentre la rapidez de la pelota en

la parte superior del trazo vertical.

. Demuestre que no se cae de la pista. (b)

( \ Encuentra su rapidez al abandonar la
_’\

| pista. (c) ¢Qué pasa si supone que la
/ friccidén estatica entre la pelota y la pista

>

SR < es despreciable, tal que la pelota en vez
de rodar, se desliza? ;Coémo seria la
Figure P10.56 velocidad en la parte superior del trazo

vertical? ¢Mayor, menor o igual?
Explique




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

(a) Iniciamos con un analisis de la energia al inicio y al momento de
alcanzar el punto mdas alto, considerando el sistema de
coordenadas mostrado, lo que permite escribir

A

2
/‘O\,\\.

|

1 2 1 2 1 2 1 2
Emv1 +EICMCO1 +may, :Emv2 +EICMco2 +magy,

Emvlzﬂtl(sz
2 2\ 3

2 2
5) M :lmv§+£(ng§j Yo +mg (2R)
R,) 2 * 23 R,

es decir

%mvl2 +%mv12 =%mv22 +%mv22 +mg (2R)

{ ! A\ e
Lo I
].I :

Figure P10.56

> de donde

5v; —12gR
V, = :



Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

Numéricamente
2
5(4.03M ) ~12(9.80665™, }(0.45m)
Vv, = = 2.3769"M/
5 S
A Para demostrar que no cae, basta

hacer un analisis de fuerzas en el

, punto 2, a saber
2

\"
s ZFy:—N—mgz—mE2
) de donde
V2
. | N =m (—2 — g] >0
1 ) R
Figure P10.56 Por lo que al existir una fuerza

Normal tenemos que el contacto se
mantiene.




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

(b) Para esta parte, hagamos ahora el analisis de la energia al inicio
(punto 1) y al momento de abandonar la pista (punto 3),
considerando el sistema de coordenadas ya mostrado, para

escribir
1 1 1 5, 1 2
A _mV "‘ CMa)l + Mgy, = Emvs +§ICMa)3 + Mgy,
2
1 1 2 1 2 1(2 2) V3
- =—mv;+—|—mR: || = | +m
2" 2(3 j{ j 2 2(3 )R,
1 2 1 2 1 2 1 2
Emv1 -|-§mV1 ZEmV3 +§mV3 +mgy3
“wlkl } 1 > dedonde

W

V; =

Figure P10.56 \/SV]_Z o 6 gy3




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

Numeéricamente
2
m _ m _
\/5(4.03 %) 6(9.8066542)( 0.20m)
Vy; =
5
A
Es decir
_ m
(/—\\\> v, =4.3121M/
& > Que corresponde a una velocidad
1 o mayor a la inicial (como era de

esperarse, al perder energia
potencial).




Y. Movimientos de rotacion y traslacion
combinadors. Rodamiento. Un ejemplo.

(c) Finalmente, si consideramos que no hay friccién y que la pelota
resbala, en vez de deslizar, tenemos que el andlisis de la energia
al inicio y al momento de alcanzar el punto mas alto,
considerando el sistema de coordenadas ya mostrado, resulta

ser

1 1
E mvl + mgyl = E mV2 + mgy2
es decir

%mvl2 :%mvz2 +mg (2R)

A
2
P
\;
e 4 j’o s v, = V2 —4gR =\/—1.4111m%2
3

Figure P10.56 Numéricamente, Vv, resulta ser
imaginario, lo que significa que no
alcanza a llegar al punto mas alto.

de donde




5. Torca y Momento oqgulor.

El momento angular es una cantidad fundamental en la
dinamica rotacional.

En lo que sigue, veremos algunos aspectos importantes
del momento angular L y su conservacion.

Antes de introducir este concepto, haremos un
resumen del producto de dos vectores conocido como
producto vectorial o producto cruz, debido a la naturaleza
vectorial del momento angular, producto de su relacion
con el momento lineal, p.



5. Torca y Momento oqgular.

En general, el producto vectorial o producto cruz de
dos vectores A y B se define como otro vector C = AX B
cuya magnitud es

C = ‘,&x I§‘ = ABSend

donde @ es el angulo entre A y B; y cuya direccién es
oo nsn perpendicular al
; plano formado por
los vectores Ay B de
acuerdo con la regla
de la mano derecha.




5. Torca y Momento oqgulor.

De la definicién anterior, podemos advertir que el
producto cruz tiene las siguientes propiedades:

A diferencia del producto escalar, el producto vectorial NO es
conmutativo, AXB = -BxA.

* Si los vectores A y B son paralelos, entonces |AxB|=0; lo anterior
garantiza que AxXA=0.

« Silos vectores A y B son perpendiculares, entonces |AXB|=AB.

« El producto vectorial satisface la propiedad distributiva,
Ax(B+C)=AxB+AxC.

* La derivada de un producto vectorial se escribe como

9 (AxB)= LB+ Ax L
dt dt dt



5. Torca y Momento oqgulor.

Aplicando estas ! Operativamente
propiedades a los || podemos calcular el
vectores unitarios I, y K, | producto vectorial como

encontramos las I
sigulentes relaciones: I

A A I

ixi=jxj=kxk=0 | i j Kk
ixj=-ixi=k A X B= A A A
jxﬁ:—i(xj:i ” B;x B) Bz




5. Torca y Momento oqgulor.

Supongamos una particula con
masa M, localizada en la posicion r
(respecto a un origen O), que se
mueve con velocidad lineal v.

Definimos el momentum
angular L de la particula con
respecto a O como el producto
vectorial

1
1
=
X
©l




5. Torca y Momento oqgulor.

En palabras, el momentum
angular se define como el
producto cruz del vector de
posicion r de la particula y su
momentum lineal p; por lo que en
el SI, las unidades de L son kg.m?/s.

Es importante notar que L
depende de la eleccién del
origen.




5. Torca y Momento oqgulor.

Continuando con la idea vectorial, recordemos que la
Segunda Ley de Newton para el movimiento traslacional
de una particula se escribe como

S-S
i dt
donde el momento lineal p esta dado por

—_—

p=mv

Ahora vamos a mostrar que la torca neta que actua
sobre una particula es igual al cambio temporal del
. » momento angular L.




5. Torca y Momento oqgulor.

Para demostrar lo anterior, partamos de la definicion
de momento angular para calcular su derivada temporal

dL d( xf)) d—rxp+fx%
dt  dt dt dt
El primer término se anula (;porqué?), con lo que
dL s dp
dt dt

y usando la Segunda Ley, podemos reescribir

o[ I "
a:rXLZFj




5. Torca y Momento oqgulor.

El término de la derecha puede ser identificado como
la suma de torcas (o torca total), con lo que llegamos al
resultado que se busca

L dL
Z U = Trota = E

La rapidez del cambio del momentum angular de una
particula es igual a la torca neta aplicada a ella.

Este resultado es el equivalente rotacional de la
Segunda Ley de Newton para una particula, escrita en su
.. forma mas general y valida sdlo en un marco de
. Areferencia inercial.




5. Torca y Momento oqgulor.

El resultado anterior es valido para el caso de un
sistema de particulas. Si consideramos un sistema de n
particulas, cada una con un momento angular L; el
momento angular total se define como la suma vectorial

(=YL

=1

mientras que la torca neta es igual a la torca externa, asi
que




5. Torca y Momento oqgulor.

Hasta este momento hemos considerado el caso de

una particula y el de un sistema de particulas.
Z

A continuacién lo haremos para @
un cuerpo rigido que rota; para
ello usemos el esquema mostrado.

Considerando que el
cuerpo rota con una
rapidez angular o,
podemos dividirlo en un

gran numero de particulas
de masa M, que giran con la
misma rapidez .




5. Torca y Momento oqgulor.

Cada particula rota en el plano Xy con una rapidez
angular o en torno al eje z, por lo que la magnitud del
momento angular alrededor del
origen es r(myv;), y como V,=r;w, ‘
podemos escribir )

L =mr’w
dirigido en la direccién z,
tal como se muestra.

Para considerar al
cuerpo rigido en toda su
extension sera necesario

sumar sobre todas las
particulas de masa m..




5. Torca y Momento oqgular.

Dicha sumatoria resulta ser
L=> miriza)=(§ mirizja) :
. . 0)
| |

L=Ilw

Que es un vector dirigido
en la direccion z, tal como
se muestra, pudiendo
reescribirse como




6.. Conservacion del momento oqgulor.

El momento angular es un concepto importante en la
Fisica porque, bajo ciertas condiciones, es una cantidad
que se conserva. La pregunta es: jcuales son estas
condiciones?

Para responder esta pregunta, es necesario retomar la
expresidon previamente estudiada, y valida para una
rotacién alrededor de un eje fijo, a saber

. d
Text = E

de donde vemos que si 7, = 0, entonces L es constante.



6.. Conservacion del momento oqeulor.

Con ello, podemos decir que “el momentum angular
total de un cuerpo en rotacién permanece constante si la
torca total externa que actua sobre €l es cero”, lo que se
conoce el principio de conservaciéon del momento
angular.

Cuando se tiene una torca neta nula sobre un cuerpo y
este esta rotando respecto a un eje fijo o respecto a un
eje a través de su CM, de tal manera que su direccidén no
cambia, podemos escribir

L =lw= 1,0, =constante

donde se toma en cuenta la posibilidad de que el

momento de inercia cambie en el tiempo.




6.. Conservacion del momento oqeulor.

Un ejemplo de dque el
momentum angular se
conserva, es el movimiento de
una patinadora.

En este caso, podemos
considerar que el sistema esta
aislado (si la friccidn es
despreciable) por lo que,
como el momento de inercia |
cambia, la rapidez angular o
cambia para mantener
constante el momento angular

[ grande, [ pequerio,
@ pequeno @ grande
(@) % (b)

FIGURA 10-29 Una patinadora
girando sobre hielo ilustra la conser
vacion del momentum angular: en (a),
[ es grande y @ es pequeio; en (b), / es
mas pequeno por lo que @ es mayor.



6.. Conservacion del momento or\eulor.

En el caso de que el sistema esté formado por n
particulas (u objetos), la conservacidn del momento
angular nos lleva a escribir

Zn: L = Zn: .o = Zn: |.,@, = constante
=1 =1

=1

Por ejemplo, para el
esquema anexo, se "
tiene que

Ila)li u Iza)Zi — ( Il + |2 ) a)f rfzifiizfg:_.

TS




6.. Conservacion del momento oqeulor.

Con la conservacion del momento angular, tenemos
tres principios de conservacidén para un sistema aislado,
de gran utilidad en la mecanica clasica, a saber

* conservacion de la energia

E, = E,

e conservacion del momento lineal




6.. Conservacion del momento oqgular.
€jemplos.

8.- Un barrote de longitud L y masa M estd sobre una mesa horizontal
sin friccidén sobre la cual puede moverse libremente de cualquier
modo. Un disco de hule, de los usados en hockey sobre hielo, de
masa m y que se mueve con velocidad v, tal como se muestra en la
figura, choca elasticamente con el barrote.

1 M

a) ¢Qué cantidades se conservan en la
colisién?

b) ¢Cual debe ser la masa m del disco de

hule con el fin de que permanezca en
reposo inmediatamente después de la a

colision? 17, (>

— M Centro




6.. Conservacion del momento oqgular.
€jemplos.

9.- Un pdajaro con una masa de 500.0g esta volando horizontalmente a
2.25m/s, sin poner mucha atencidén. Repentinamente choca contra
una barra vertical a 25.0cm por debajo de su extremo superior. La
barra es uniforme, de 0.750m de largo y con una masa de 1.5kg,
con una bisagra en su base. La colision aturde al pdajaro, de tal
forma que este cae verticalmente, aunque rapidamente se
recupera y continua su vuelo.

¢Cudl es la velocidad angular de la ﬁﬂl
barra (a) justo después de que es ‘m ¢
golpeada por el pajaro, y (b) justo

cuando golpea el suelo?




6.. Conservacion del momento oqgular.
€jemplos.

10.- Un bloque pequerio sobre una superficie horizontal sin friccion
tiene una masa de 25.0g estd atado a una cuerda sin masa que
pasa a través de un agujero en la superficie. El bloque
originalmente gira a una distancia de 30cm del agujero con una
rapidez angular de 1.75rad/s. A continuacion el cordén es jalado
a través del agujero, de tal forma que el radio de giro se reduce
a 15.0cm. Considere al bloque como una particula.

a) ¢Se conserva el momento 2

angular? o
b) ¢Cudl es la nueva rapidez

angular? |

c) ¢Cuanto trabajo se realiza al
jalar la cuerda?




6.. Conservacion del momento oqgular.
€jemplos.

11.- Una barra uniforme de masa M y longitud L, que permanece en
reposo sobre una superficie horizontal sin friccién, esta pivotada
en uno de sus extremos mediante un balero sin friccién. Una bala
de masa m perpendicular a la barra, la golpea en su centro con
una rapidez v quedando incrustada en ella.

a) ¢Cuadl es la rapidez angular final del sistema barra-bala?

b) Considerando el caso en que la masa de la barra es n veces la
masa de la bala, que viaja paralela a la superficie horizontal v,
iscual es la razén de la energia cinética del sistema después de
la colisidn respecto a la energia cinética antes de la colision?




6.. Conservacion del momento oqgular.

Finalmente es importante analizar
qué pasa cuando el cuerpo rigido no
es simétrico respecto a su eje de
rotacidén, como se esquematiza. L) K

m ‘f‘
vd

Chumacera

En este caso, la relacion

-

L=1Iw

pierde validez ya que L y @ NO son
paralelos; por lo que sdlo aplica
cuando el eje de rotacidn corresponde
a un eje de simetria del cuerpo rigido.

Para poderse utilizar la expresion
anterior, se debe considerar al "
3 . : ‘ B acer:
momento de inercia como una matriz. HETEE



7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

sQué es un giréscopo?

Un giréscopo es un dispositivo
mecanico que muestra el principio de
conservacion del momento angular.

Consiste en una masa con forma de rueda girando
alrededor de un eje que, a su vez, esta montado sobre un
sistema que permite que el eje pueda tomar cualquier
orientacién. Una vez que esta girando tiende a resistirse a
los cambios en la orientacidén del eje de rotacion




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

Una rueda que puede girar
libremente sobre un eje, es
otro tipo de girdscopo.

Esto permite a personas sin
cualidades de equilibristas,
conducir bicicletas y
motocicletas.

Pocas personas son capaces
de mantenerse en equilibrio
sobre una bicicleta parada




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

N TS =
i,

—~—

El ciclismo acrobatico es
Imagen de un posible gracias al efecto

giréscopo girando giroscopico




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

Suponga que se tiene un girdscopo
glrando en la forma esquematica mostrada

S1 el soporte de la izquierda se remueve,
iqué sucedera?

pivote




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

Suponga que se tiene un girdscopo
glrando en la forma esquematica mostrada

S1 el soporte de la izquierda se remueve,
iqué sucedera?

ii El girdscopo
NO cae !!

pivote




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

En lugar de caer... precesa alrededor del eje que pasa
por el pivote.

Este comportamiento extrafio se puede entender
facilmente mediante la relaciéon entre torca y momento

angular.
@ pivote
l g

dL
Text = E




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

La magnitud de la torca externa, alrededor del pivote,
es 7,,.~Mgd.
Instantaneamente, el momento angular L tiene la

direcciédn mostrada; sin embargo, su cambio tiene
direccidén hacia afuera de la pagina.

’ M!gr l

dL
Text = E




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

S1 uno considera una vista superior del esquema, se

tiene
L(t)

. a—
<

dL l d¢ —0

M
b

L (t+dt)

La magnitud del cambio en el momento angular en un
tiempo dt es dL = Ld¢.

Tal que
L — Ld—¢ = LQ2

dt dt

. I donde Q es la “frecuencia de precesién”




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

La segunda Ley de Newton para la rotacion nos lleva a

dL
de donde z-Ext - E E:> z-Ext — LQ
T Frecuencia de precesion
O — Ext P
— | para un giréscopo

En nuestro ejemplo, 7 = Mgd y L = lw, con lo que la
frecuencia de precesion resulta ser
Mqd

Q=—"
|




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

La direccidn de la precesién esta dada por la
aplicacion de la regla de la mano derecha para encontrar
la direccién de 7, y, por lo tanto, de dL/dt.

En este caso:

Mgd

O=—-"
| a)
@ ‘ pivote




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion.

Este fenémeno tambien - L
ocurre al hacer girar un 3
trompo alrededor de su a)&a G

eje de simetria.
El momento angular es
L=Ilw
mientras que la torca es
r=(d)(Mg)Sen90’
por lo que la frecuencia de
precesioén resulta ser

Mgd

| © !




7. Giroscopos, trompos y el movimiento
de precesion. Un ejemplo.

14.- La masa de un giréscopo es 2.8kg, y tiene un rotor cuyo
momento de inercia es 0.005kg.m? la velocidad angular
constante de este es 12,000RPM. El aparato se coloca sobre un
soporte, con su eje de giro propio horizontal, en estas
condiciones el centro de masa del sistema estd a 6.0cm del

apoyo.
Halle la magnitud y direccidén de

a) El momento de inercia del
girédscopo con respecto al
soporte

- d ey

b) El momento angular inicial
del rotor.

c) La wvelocidad angular de
precesion.
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