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Temario

Cinematica rotacional.

Dindamica rotacional.

Las leyes de Newton en sistemas de referencia acelerados.
La ley de la gravitacion de Newton.

Oscilaciones.

Movimiento ondulatorio.

N o g s W b=

Ondas sonoras.




Temario

1. Cinematica rotacional.
1. Desplazamiento, velocidad y aceleracidn angulares.
2. Movimiento rotacional uniformemente acelerado.
3. Rotacion del cuerpo rigido.
1. Energia cinética rotacional.
11. Calculo del momento de inercia.

111.Teorema de los ejes paralelos.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref. Inbroduccion,.

En el estudio del movimiento lineal, los conceptos importantes
son el desplazamiento Ax, la velocidad v, y la aceleracién a, ya
que la combinacidén de ellos nos permite hacer una descripcidén
completa del movimiento de un objeto.

En lo que sigue veremos que cada uno de estos conceptos
tiene su analogo en el movimiento rotacional, a saber,
desplazamiento angular Af, velocidad angular w, y aceleracidon
angular «a.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Cuando un objeto extendido, por ejemplo una rueda, rota
sobre su eje, el movimiento no puede analizarse si el objeto se
trata como particula, porque en cualquier instante dado
diferentes partes del objeto tienen velocidades y aceleraciones
lineales diferentes.

Podemos, sin embargo, analizar este movimiento considerando
que el objeto extendido esta compuesto de una coleccién muy
grande de particulas, cada una con su propia velocidad vy
aceleracidn lineales.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Consideremos, por ejemplo, la rotacién de un
disco compacto alrededor de un e¢je
perpendicular al plano del mismo, que pasa por 0 P
el punto O, llamado pivote, tal como se muestra.

S1 analizamos el movimiento de una de las
“particulas” que lo componen, ubicada en el e
punto P, advertimos que conforme el disco rota, Ey
dicha particula se mueve sobre el arco de una
circunferencia de radio r centrada en O.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

De hecho, todas las particulas del objeto
realizan un movimiento circular alrededor del

pivote.

Representando la posicidon de la particula P
en coordenadas polares (r,0) donde r es la
distancia del pivote al punto P, mientras que 6
es el angulo formado a partir del eje polar (+x)
medido en la direccion contrarrelo;.

En este caso es facil advertir que la tunica
coordenada que cambia es el angulo 6, ya que r
permanece constante.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Conforme la particula se mueve en su
trayectoria circular esta describe un arco s a
partir de una linea de referencia (6 = 0), que
también recibe el nombre de ¢je polar.

La longitud del arco s se relaciona con el
angulo f mediante la expresion
s=r16

de donde




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

A partir de esta ultima relacion, 6 resulta adimensional; sin
embargo, comunmente le agregamos la unidad artificial llamada
radian (rad).

longitud = r

Se define un radian como el
angulo subtendido por un
arco de longitud igual al
radio de dicho arco

Tomando como referente que el perimetro de una
circunferencia es 2nr, tenemos que 360°, es decir una revolucidén
completa, corresponden a un angulo de 2 rad.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Es conveniente mencionar que aun
cuando en el SI, la unidad para la posicion
angular 6 es el radian (rad), en ocasiones se
utilizan para cuantificarlo, de manera
inexacta, las revoluciones (rev), de tal forma
que

1 rev =360° =2 rad

de donde

1 rad ~57.2958°




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Debido a que el disco analizado es un objeto
rigido, conforme una particula se mueve sobre
una trayectoria circular, todas las demas o P
particulas del disco también rotan el mismo
angulo 6, por lo que podemos asociar este
angulo 6, lo mismo a una particula, que al disco
entero.

Lo anterior, permite escoger una linea de A0
referencia en el cuerpo vy, a partir de ella, definir
la posicion angular del cuerpo rigido 6.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

agauloref.

Conforme la particula en cuestion viaja
de la posicion A a la posicidbn B en un
intervalo de tiempo At (=t — ti), el radio

vector r barre un angulo A0 (= 6, — 0,).

Se define el desplazamiento angular del
cuerpo rigido como la variacion de su
posicion angular 6, a saber

b

AO =0, -0

[A6]=rad

Desplazamiento
angular



-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

agauloref.

La rapidez con la que ocurre este !
desplazamiento  puede  variar, para
cuantificar esta diferencia se introduce el
concepto de rapidez angular.

Se define la rapidez angular media w,,
como el cociente del desplazamiento
angular entre el intervalo de tiempo
requerido, a saber

Qf _ gl AG Rapidez angular

Q. = =— [o _ rad media
e =1L Al L] A

m




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

b

S1 consideramos un intervalo de tiempo
infinitamente pequefio podemos, en
analogia con la rapidez lineal, definir la ®.
rapidez angular instantanea.

Se define la rapidez angular instantanea w
como el limite cuando At tiende a cero en
la razén del desplazamiento angular
entre el intervalo de tiempo, a saber

Rapidez angular

. A6 db instantd
w=lim=—==—"2= [a)]:ra% instantanea

At—0 At dt




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Como la velocidad es un vector, es
necesario asocilarle una direccion; para
ello, se considera que

* La velocidad w es positiva cuando AG
aumenta (movimiento contrarreloj).

* La velocidad w es negativa cuando AG
decrece (movimiento a favor del
reloj).




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

agaulnref.

Finalmente, s1 la rapidez angular instantanea de un objeto
cambia de w; a w, en el intervalo de tiempo At, entonces el
objeto tiene una aceleracidén angular.

En el esquema, la rueda de la bicicleta estd acelerada.




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

Se define la aceleracion angular g Y Aw
media «, como el cociente del "t -t At
cambio de la rapidez angular entre el

. . . _r
intervalo de tiempo requerido. [ | = a%z




-  Desplazamiento, velocidad y aceleracion

oﬂauloref.

De nueva cuenta, si consideramos un intervalo de tiempo
infinitamente pequeno podemos, en analogia con la aceleracién
lineal, definir la aceleracidén angular instantanea.

Se define la aceleracion angular instantanea a como el
limite cuando At tiende a cero en la razén del cambio de
rapidez angular entre el intervalo de tiempo, a saber

o= ljm 22 _do [a]="ad/,




2. Movimiento rotacional
acelerado.

Cuando un cuerpo rigido rota
alrededor de un eje fijo, todas y cada una
de las particulas que lo componen giran
con la misma rapidez angular w vy la
misma aceleracién angular a, por lo que
estas cantidades (6, w y a) nos permiten
describir el movimiento rotacional del
cuerpo en su conjunto.

uniFormemente

ai“

Usando estas cantidades podemos simplificar el analisis de la

. A rotacién de un cuerpo rigido.



2. Movimiento rotacional
acelerado.

Mas adelante veremos que la posicidn
angular (6 ), rapidez angular (w) vy
aceleracion angular (a) son analogas a la
posicion lineal (x), rapidez lineal (v) y
aceleracion lineal (a).

De hecho, sélo difieren dimensional-
mente entre si, por un factor que tiene
unidades de longitud.

uniFormemente

ai“



2. Movimientbo rotacional uniFormemente
acelerado.

Partiendo de la definiciéon de aceleracién angular instantanea
podemos escribir

dw = adt

que al integrar desde w; al tiempo 0 a w; al tiempo ¢,

considerando a constante, nos lleva a la primera ecuacién de la
cinematica rotacional

w; =, +al Ecuacién (I)

S1 a continuacion sustituimos esta ecuacion en la definicién de
rapidez angular instantanea tenemos

déo
— = +al
dt




. rotacional

2. Movimiento rotacional uniFormemente
acelerado.

es decir

d0 =(w, +at)dt

que al integrar desde 6; al tiempo 0 a 6, al tiempo ¢,
considerando que a y w; son constantes, nos lleva a la segunda
ecuacion de la cinematica rotacional

0. =0 +wt+ % at? Ecuacién (II)

A continuacidén, si de las ecuaciones (I) y (II) eliminamos el
tiempo, obtenemos la tercera ecuacidn de la cinematica

W’ :a)i2+2a(9f —6’i)

Ecuacioén (III)




2. Movimiento rotacional uniFormemente
acelerado.
Finalmente, s1 de las ecuaciones (I) y (IlI) eliminamos la

aceleracion a, obtenemos la cuarta ecuacion de la cinematica
rotacional

0, =0 + %(a)I + o, )'[ Ecuacién (IV)

Resumiendo, las ecuaciones de la cinematica del Movimiento
Rotacional Uniformemente Acelerado son

wf—a) + ot
ef— 0, +wt+2at2
0 = +2a(9f— 0;)

Hf_ 9 + 2(0)? + a)f)




2. Movimiento rotacional uniFormemente
acelerado. €jemplos.

1.- La tina de una lavadora entra en su ciclo de giro, partiendo del reposo y
adquiriendo rapidez angular de manera constante durante 8.00s, cuando
esta girando a 5.00rev/s. En este punto la persona que esta lavando abre
la tapa y un interruptor de seguridad apaga la lavadora. La tina se
detiene suavemente hasta el reposo en 12.0s. Durante cuantas
revoluciones la tina gira mientras esta en movimiento?




2. Movimiento rotacional uniFormemente

2.-

acelerado. €jemplos.

La rapidez de una bala en movimiento puede determinarse al permitir
que esta atraviese dos discos giratorios de papel montados sobre un
mismo eje y separados por una distancia d. A partir del desplazamiento
angular A6 de los agujeros de la bala en los discos y de la rapidez
rotacional w se puede determinar la rapidez v de la bala.

Encuentre la expresion para la
rapidez de la bala;y

:.Cudl es el valor de v para una
situacién en la que d = 80cm,
w = 900rev/min y A6 = 31.0°7?




2. Movimientbo rotacional uniFormemente
acelerado. €jemplos.

3.- Un eje esta girando con una rapidez de 65.0rad/s al tiempo cero. Tiempo
después su aceleracién angular esta dada por

a(t) = —10rad/s*? — 5trad/s?
donde t es el tiempo transcurrido.
(a) Encuentre las expresiones para la rapidez y posicion angulares,
(b) :Qué rapidez angular tiene cuandot = 3.00s?,y

(c¢) ¢Cuanto ha girado en estos 3 segundos?




2. Movimiento rotacional uniFormemente
acelerado. €jemplos.

4.- Una centrifugadora en un laboratorio médico gira con una rapidez
angular de 3600 rev/min. Cuando se apaga, rota 50.0 veces antes de
detenerse. Encuentre la aceleracién angular (supuesta constante) de la
centrifugadora.




Cantidaders lineales y ﬂqgulore:

Comparacion entre las ecuaciones de movimiento
Lineales Angulares
S =5,+v,(t—t, 0=0,+w,(t—t,)
v=v,+a(t—t,) w=w,+a(t—t,)
v, = %W+ v, w,, = Y% (w + w,)
V2 — vyt = 2a(s —s,) w? — wy? = 2a(0 —6,)
S =5+ vyt + Ya(t —t,)? 0=0,+w,t+ %a(t—t,)*
Nota: Para convertir cantidades angulares a lineales,
las primeras deben de estar expresadas en radianes




3.: Rotacion del cuerpo rigido.

Cuando un objeto extendido rota sobre un eje, su movimiento
no puede ser analizado tratandolo como particula porque, en un
instante dado, las diferentes partes del objeto tienen
velocidades y aceleraciones lineales diferentes.
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3.: Rotacion del cuerpo rigido.

Sin embargo, podemos analizar el movimiento considerando
que esta compuesto por una coleccion de particulas, cada una
con su propia velocidad y aceleracién lineal, pero con la misma
rapidez y aceleracidn angular.

o Con lo anterior, el analisis de
V ““\ . . w.y
| Ao ) un objeto que rota se simplifica
.‘\’ - / [ °
W A sustancialmente si se asume que
VAR el objeto es rigido.
C




3.: Rotacion del cuerpo rigido.

... pero ;Qué es un cuerpo rigido?

Se llama cuerpo rigido al modelo
idealizado que considera a un
cuerpo como Iindeformable, es
decir con tamafio vy forma
perfectamente definidos e
inmutables.

Esto implica que las posiciones relativas de todas las
particulas que componen el objeto se mantienen constantes.




3.: Rotacion del cuerpo rigido.

... pero ;Qué es un cuerpo rigido?

En la vida real los cuerpos no
son rigidos ya que son afectados
por las fuerzas que actuan sobre
ellos, pudiendo estirarlos, torcerlos,
aplastarlos, etc.

time 1y time

& X

Sin embargo, nuestro modelo de cuerpo rigido es 1util en
muchas situaciones en las que la deformacién es insignificante o
despreciable.




3.l. qurgio cinetica rotacional.

Con anterioridad se ha definido la energia cinética de un
objeto como la energia asociada a su movimiento a través del
espacio. En particular, esta depende del cuadrado de la
velocidad con que se desplace, a saber
K = = my?

2
donde K es la energia cinética (traslacional), m es la masa del
objeto y v es su rapidez.

En la expresion anterior se ha usado que
2

VE=1V-D



3.l. qurgio cinetica rotacional.

Un objeto que rota sobre un eje fijo permanece inmovil en el
espacio, por lo que no se le puede asociar energia cinética
debida al movimiento de translacién.

Sin embargo, cada una de las particulas que componen el
objeto que rota se mueven a través del espacio siguiendo
trayectorias circulares. Por lo tanto, debe haber energia cinética
asociada al movimiento de rotacidn.



3.l. qurgio cinetica rotacional.

Para el calculo de la energia cinética

@  rotacional de un cuerpo rigido una

buena idea es considerarlo como una

coleccidon de  particulas rotando

alrededor del eje fijo z, con una rapidez
angular w.

En particular, resulta conveniente
seleccionar una particula de masa m,
ubicada a una distancia r; del eje de
rotacion.




3.l. qurgio cinetica rotacional.

Cada una de tales particula tiene una
@  energia cinética determinada por su
masa m y su rapidez tangencial v.

z aXis

S1 la masa de la i-ésima particula es
m; y su rapidez tangencial es v,,
entonces su energia cinética esta dada
por

1 2
Ki — Emivi




3.l. qurgio cinetica rotacional.

S1 ahora usamos el hecho de que

@  cada particula en el cuerpo rigido tiene

la misma velocidad angular w , es
posible escribir

z aXis

"1-1‘
: K; = 5m;(w)*
2 =

Con lo que la energia cinética total
del cuerpo rigido que rota es la suma
de las energias cinéticas de cada una
de las particulas.




3.l. qurgiq cinetica rotacional.

La energia cinética rotacional total
@ K, esta dada por

z aXis

1 2
Kg = z Emi(riw)
i

Reagrupando términos podemos

escribir
1
K =~ Zmiriz w?
i




3.l. qurgio cinetica rotacional.

Momento de inercia /

La expresidon anterior se puede simplificar definiendo la
cantidad entre paréntesis como el momento de inercia /, a saber:

_ E 2
[ = miri
[

De esta definiciobn vemos que el momento de inercia tiene
dimensiones de ML? (kg - m?, en unidades del SI).




3.l. qurgio cinetica rotacional.

Con esta definicion, la energia cinética rotacional resulta ser

K —11 2
R=5 W

Aunque nos refiramos a esta cantidad como energia cinética
rotacional, es importante mencionar que ho es una nueva forma
de energia. Es energia cinética ordinaria porque se obtiene de
sumar las energias cinéticas de cada una de las particulas que
forman el cuerpo rigido. Sin embargo, su forma matematica es
conveniente cuando estudiamos el movimiento rotacional, con tal
que sepamos calcular el momento de inercia /.




3.l. qurgio cinetica rotacional.

Relacién entre K, v K,

Antes de concluir, es importante revisar la analogia entre la
energia cinética asocliada con el movimiento lineal K, y la
energia cinética rotacional K,. Las cantidades I y w en el
movimiento rotacional son analogas a m y a v en el movimiento
lineal, respectivamente.

De hecho, el momento de 1nercia es una medida de la
resistencia de un objeto a los cambios en su movimiento
rotacional, al igual como la masa es una medida de la tendencia
de un objeto a resistir cambios en su movimiento lineal.



3.l. qurgio cinetica rotacional. Un ejemplo.

5.- Barras rigidas de masa despreciable se ubican y
a lo largo del eje y conectando tres particulas.
S1 el sistema rota alrededor del eje x con una ~
. 00 kg y = 3.00m
velocidad angular de 2.00rad/s,

(a) encuentre el momento de inercia alrededor del
eje x y la energia cinética rotacional; y X

(b) evalie la velocidad tangencial de cada

particula y la energia cinética total. 200kg( )y =-2.00m

3.00 kg y = —-4.00m




3.2.: Calculo del momento de inercia.

Ahora veremos cédmo se puede calcular el momento de inercia
I para un cuerpo rigido.

Podemos evaluar el momento de la inercia de un cuerpo
rigido extendido, imaginando que el cuerpo puede ser dividido
en muchos elementos pequenos de volumen, cada uno con masa
Am;, a continuacion podemos utilizar la definicién de [ y tomar el
limite de esta suma cuando Am, tiende a cero.

En este caso, la definicidn nos lleva a que el momento de
inercia de cada elemento de volumen Am; ubicado a una

distancia r; del eje de rotacidén esta dado por

Al = Am;rf




3.2.: Calculo del momento de inercia.

Con lo anterior, la sumatoria se sustituye por una integral
sobre el volumen del cuerpo, a saber

[ = zAli = lim rfAm; = f r2dm
i

Am;—0
L 14

En la practica es mas usual calcular esta integral en términos
del volumen, para ello se utiliza la definiciédn de densidad de
masa p dada por

_m
P=Y




3.2.: Calculo del momento de inercia.

Con esto, es posible reescribir el diferencial de masa dm como

dm = pdV

Asi que el momento de inercia I, en términos de la densidad y
del volumen, resulta ser
| = [ pridv
V

donde p puede ser funcién de r (y, por lo tanto, de dV).




3.2.: Calculo del momento de inercia.

La densidad dada por
dm

P=av

a menudo se conoce como densidad volumétrica de masa porque
representa la masa por unidad de volumen.

Sin embargo, existen otras formas de expresar la densidad,
por ejemplo densidad superficial de masa o densidad lineal de
masa.




3.2.: Calculo del momento de inercia.

Por ejemplo, para el caso de una placa de espesor uniforme ¢,
podemos definir una densidad superficial de masa o, como

G—E— L
A 1%

que representa la masa por unidad de area.

Las unidades de ¢ son, usando unidades del SI, kg /m?.




3.2.: Calculo del momento de inercia.

Finalmente, cuando la masa se distribuye a lo largo de una
barra con una seccion transversal de area A, utilizamos a veces la
densidad lineal de masa A definida como

m
A=—=pA
1 P

que representa la masa por unidad de longitud.

Las unidades de A son, usando unidades del SI, kg /m.




3.2.: Calculo del momento de inercia. Un ejemplo.

6.- Dos particulas, cada una de masa m, estan unidas entre si y a un eje de
rotacion por dos varillas, cada una de longitud L y masa M. La
combinacion gira alrededor del eje de rotacidén, ubicado en el extremo
libre de una varilla, con una rapidez angular w. Obtenga las expresiones
algebraicas para

(a) la inercia de rotacion del arreglo en torno al pivote O;y

(b)la energia cinética de rotacidén en torno a O.




3.2 Calculo del momento de inercia. Algunos
resvlcadoy.

a) Varilla delgada, b) Varilla delgada, ¢) Placa rectangular, d) Placa rectangular delgada,
eje por el centro eje por un extremo eje por el centro eje en un borde
Ty P g e ] 2 4 32 o
1—]—7ML 1—?ML I—FM(a +b) I—T’Ma

e) Cilindro hueco f) Cilindro sélido g) Cilindro hueco de h) Esfera sélida i) Esfera hueca de
pared delgada pared delgada
1 2 2 1 2 2 2 2 2 o)
I'='SM(R{+Ry) =2 MR I = MR* I=ZMR I = S MR-
- Z 5 k)

4

) 9 9




3.3.: Teorema de ejes paralelos.

Los momentos de inercia de cuerpos rigidos con una
geometria simple (es decir, con alta simetria) son relativamente
faciles de calcular cuando el eje de rotacion coincide con uno de
los ejes de simetria.

Sin embargo, el calculo del momento de inercia alrededor de
un eje arbitrario puede ser complicado, incluso para un objeto
altamente simétrico.



3.3.: Teorema de ejes paralelos.

Afortunadamente, el uso de un teorema importante, llamado
“teorema de ejes paralelos”, simplifica a menudo el calculo.

Suponiendo que el momento de inercia sobre un eje que pasa
a través del centro de masa de un objeto es [, el teorema de
ejes paralelos establece que el momento de inercia alrededor
de cualquier eje paralelo a, y a una distancia D, de dicho eje esta
dado por

| =1, + MD’



3.3.: Teorema de ejes paralelos.

o Esquema del
Rotation ;____---ft111<__:11g11 .
axis 5 M Teorema de ejes

) paralelos para un
oy cuerpo rigido

*>
0 CM arbitrario
\RE

| =1, + MD?




3.3.: Teorema de ejes paralelos. Un ejemplo.

1.- Usando el teorema de ejes paralelos calcule el momento de inercia,
alrededor del eje mostrado, del siguiente objeto, considerando que es:

a) Disco de masa M y radio R

b) Esfera de masa M y radio R
I




Universidad de Sonora
Departamento de Fisica

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

Mecanica II

Dr. Roberto Pedro Duarte Zamorano
© 2021



